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Résumé

Ce travail porte sur l’étude des géodésiques des métriques finslériennes faibles de basse régularité en passant
par différents points de vue sur la géométrie et en déduisant des résultats liés à ces points de vue. Nous com-
mençons par revisiter, unifier et généraliser les résultats d’un article de Herbert Busemann et Walter Mayer de
1941 revu partiellement par Shoshichi Kobayashi, puis en tirons les conséquences et montrons que quelques
uns de ces résultats peuvent s’adapter à une géométrie de type espace-temps.

Nous définissons ensuite une notion de “géodésiques spéciales” et une application exponentielle spéciale pour
les métriques finslériennes faibles, permettant de démontrer un théorème de Hopf-Rinow adapté aux mé-
triques finslérienne faibles de basse régularité. Les résultats de Hopf-Rinow spécial, combinés au résultats de
Busemann-Mayer, permettent de construire des métriques satisfaisant un théorème de type Hopf-Rinow en
partant d’un champ d’ouverts étoilés sur une variété différentiable.

La thèse se termine par la construction concrète d’une métrique finslérienne faible de faible régularité sur
la sphère de dimension 2 et en étudie le flot des géodésiques spéciales afin de comprendre des propriétés
systoliques remarquables de cette métrique.
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Abstract

This work is about the study of geodesics of weak Finsler metrics of low regularity viewed from various
points of view on geometry and deducing results coming from these points of view. We begin by unders-
tanding, unifying and generalising results from a 1941 article by Herbert Busemann and Walter Mayer and
partially reviewed by Shoshichi Kobayashi. We discuss some consequences of these results and show that
some of them can be adapted to Finsler space-time geometry.

We then define “special” geodesics and a “special” exponential map for weak finsler metrics, allowing us to
prove a Hopf-Rinow type theorem for weak finsler metrics of low regularity. The combination of the special
Hopf-Rinow’s theorem and the Busemann-Mayer theorem, say that, given a field of star-shaped open sets
on a differentiable manifold, we can construct some metrics that satisfy a Hopf-Rinow type theorem on that
manifold.

We end this thesis by constructing a weak Finsler metric of low regularity on the two dimensional sphere with
some remarkable systolic properties.
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A short description of the thesis

Work on Busemann-Mayer’s theorems

This section focuses on the Busemann’s point of view of Finsler geometry, which is very synthetic. There are
explanations, generalisations and unifications of Busemann-Mayer-Kobayashi theorems [Kob91], [May41].
We start with a few definitions.

Definition 1 : Let M be a differentiable manifold. An upper semi-continuous functional F : TM → R is a
weak finsler metric if it satisfies the following conditions :

1. F (x, v) ≥ 0 for all (x, v) ∈ TM

2. F (0) = 0 and F (x, λv) = λF (x, v), for all λ > 0 and (x, v) ∈ TM .

3. F (x, v + w) ≤ F (x, v) + F (x,w) for all (x, v), (x,w) ∈ TM .

Definition 2 :
• Let X be a finite dimensional real vector space and Ω be a star shaped domain around 0 ∈ X . The

Minkowski gauge of Ω is the functional Φ : X → R defined as

Φ(x) = inf {t ≥ 0 | x ∈ tΩ} .

Note that when Ω is a convex set, the Minkowski gauge of Ω is a weak norm on X .
• Let M be a differentiable manifold. A subset Ω ⊂ TM is a field of star shaped domains aroud 0 ∈ TM

if for every x ∈M , the set Ωx = Ω ∩ TxM is a star shaped domain around 0.
• Let M be a differentiable manifold and Ω ⊂ TM a field of star shaped domains around 0 ∈ TM .

The Minkowski gauge of Ω is the functional Φ : TM → R+ such that for all x ∈ M , the function
Φ(x,−) : TxM → R+ is the Minkowski gauge of Ωx.
Note that when Ωx is convex for all x ∈M , the Minkowski gauge of Ω ⊂ TM is a weak finsler metric.

• Given a Minkowski gauge Φ : TM → R, we define the distance between two points x, y ∈M as

dΦ(x, y) = inf

∫ b

a
Φ(γ(t), γ̇(t))dt

where the infimum is taken over all curves γ : [a, b] → M such that γ(a) = x and γ(b) = y. When a
weak finsler metric F : TM → R is given, the distance dF is defined the same way.

Theorem A (Theorem 2.3) : LetM be a differentiable manifold and Φ : TM → R the Minkowski gauge of Ω,
a field of star shaped domains around 0 ∈ TM . Consider F : TM → R the Minkowski gauge of the convex
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hull of Ω, denoted by Conv(Ω) (which implies that F is a weak Finsler metric). Then for all x, y ∈M ,

dΦ(x, y) = dF (x, y).

The next theorem is about the equality between the Finsler length and the intrinsic length and about the metric
derivative.
Definition 3 :

• Given a weak Finsler manifold (M,F ) and a continuously differentiable curve γ : [a, b] → M , the
Finsler length of γ is

ℓF (γ) =

∫ b

a
F (γ(t), γ̇(t))dt

and the intrinsic length of γ is

ℓdF (γ) = sup

{
n−1∑
i=0

dF (γ(ti), γ(ti+1))

}
where dF is the Finsler distance, and the supremum is taken over all partitions {ti}ni=0 of [a, b].

Theorem B (Theorem 2.16) : Let M be a differentiable manifold endowed with a Lipschitz weak Finsler
metric F :M → R. Then for all continuously differentiable curves γ : [a, b] →M , we have

ℓF (γ) = ℓdF (γ)

Theorem C (Theorem 2.21) (Metric derivative) : Consider a chart U ⊂ M of the differentiable manifold M
and let (xn)n∈N, (yn)n∈N ⊂ U be two sequences such that xn ̸= yn that are converging to the same point
x0 ∈ U . Suppose that ξn = yn−xn

|xn−yx| converges to a vector ξ, then

lim
n→∞

dF (xn, yx)

|yn − xn|
= F (x0, ξ).

We can write this a weaker result, that is more about metric derivative in the usual way :

Theorem C’ (Theorem 2.23 (Metric derivative (bis)) : Let γ : [0, ℓ] → U an arc-length parametrized curve
that is differentiable at 0, then

lim
t→0

dF (γ(0), γ(t))

|t|
= F (γ(0), γ̇(0)).

Definition 4 : Let (M,F ) be a weak Finsler manifold. A curve γ : [a, b] → M is a metric geodesic if for all
t0 ∈ [a, b] there exists ε > 0 such that for all r < s < t ∈ [t0 − ε, t0 + ε], we have

d(γ(r), γ(s)) + d(γ(s), γ(t)) = d(γ(r), γ(t)).

The next theorem is a review of what is done in the article of Busemann-Mayer [May41]. In this theorem, the
manifold has dimension 2.
We moreover suppose that the Finsler structure is strictly convex and Lipschitz.

11



Theorem D (Theorem 2.40) : Let (M,F ) be a two dimensionnal strictly convex and Lipschitz weak Finsler
manifold then the metric geodesics are continuously differentiable.

Timelike Busemann-Mayer-Kobayashi

In this part of the thesis, we proved Busemann-Mayer type theorems in the timelike setting.
Definition 5 :

1. Let X be a finite dimensional real vector space. A Minkowski pseudo-norm is a functional f defined on
an closed convex and proper cone of apex 0, called C \ {0} (proper means that there exist a supporting
hyperplane of C through 0 that contains only 0) we call such a cone a causal cone. Moreover, f must
satisfy

• Positivity : f(x) ≥ 0 for all x ∈ C and f(x) > 0 for all x ∈
◦
C and f(0) = 0.

• Positive homogeneity : f(λx) = λf(x) for all x ∈ C and all λ > 0.
• Concavity : f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y) for all x, y ∈ C and all 0 < t < 1.

2. Given a manifold M , a cone field C ⊂ TM is an closed subset of TM such that Cx = C ∩ TxM is a
convex an proper cone of apex 0.

3. Let M a differentiable manifold and a cone field C ⊂ TM . A weak pseudo-Finsler metric f : C → R
is a continuous functional such that for all x ∈M , f(x,−) : Cx → R is a Minkowski pseudo-norm.

4. LetM a weak pseudo-Finsler manifold which causal cone is denoted by C. A continuously differentiable
curve σ : [a, b] →M is called a causal curve if for all t ∈ [a, b], we have that σ̇(t) ∈ Cσ(t). We call σ a

strictly causal curve if σ̇(t) ∈
◦
Cσ(t).

5. Let (M, C, f) a weak pseudo-Finsler manifold. Given two distinct points x, y ∈ M , we say that x ⪯ y

if there exist a causal curve between x and y and that x ≺ y if there exist a strictly causal curve between
x and y

6. Let (M, C, f) a weak pseudo-Finsler manifold and two points x, y ∈ M such that x ⪯ y, then the
pseudo-distance between x and y is

ρf (x, y) = sup

∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt

where the supremum is taken over all causal curves σ : [a, b] →M from x to y.

In this thesis we developped a different and more synthetic way to see a Minkowski pseudo-norm. .
Definition 6 :

• Let X be a finite dimensional vector space. A Valinor set is a domain D ⊂ X with the following
properties

1. D is connected, non-empty, open and contained in a causal cone.

2. 0 /∈ D.

3. (Anti-star shaped) If x ∈ D, then for all λ ≥ 1, we have λx ∈ D.

12



• Given a Valinor set D in a finite dimensional vector space X , the cone over D is the set

CD :=
{
x ∈ X | there exists λ > 0 such that λx ∈ D

}
∪ {0}.

and the set

B = C \ D

is called the unit ball.
• Given a Valinor set D in a real finite dimensionnal vector space X and the cone CD over D, there is a

causality relation ⪯ on M defined by

x ⪯ y if y − x ∈ CD.

• Given a Valinor set D, the Lorentz-Minkowski gauge of D is the functional ϕD : CD → R defined by

ϕD(x) = sup
{
t > 0 | x ∈ tD

}
.

Note that if the Valinor set D is convex, then ϕD is a Minkowski pseudo-norm.
As in the usual Finsler setting, we will use the definitions on a vector space to build a metric on a manifold,
for which the vector spaces will be the tangent space at a point.
Definition 7 :

• Let M be a differentiable manifold. A Valinor sets field is an open subset D ⊂ TM such that Dx :=

TxM ∩ D is a Valinor set for the vector space TxM .
• Given a Valinor sets field D on a differentiable manifold M , we can define the Lorentz-Minkowski

gauge ϕD : TM → R that is given by ϕD(x, v) = ϕDx(v).
Observe that given a Valinor sets field and taking the Lorentz-Minkowski gauge of each of the Valinor sets in
TxM endowes the space with a pseudo-Finsler structure when D is convex.

Theorem E (Theorem 2.13) Let M be a differentiable manifold endowed with a Valinor sets field D ⊂ TM

such that its Lorentz-Minkowski gauge is continuous and the unit ball is bounded. Then, for all x, y ∈ CD such
that x ≺ y, we have

ρϕ(x, y) = ρf (x, y),

where ϕ is the Lorentz-Minkowski gauge of D and f is the Lorentz-Minkowski gauge of Conv(D).
Definition 8 :

• Given a weak pseudo-Finsler manifold (M, C, f) and a continuously differentiable causal curve γ :

[a, b] →M , the pseudo-Finsler length of γ is

ℓf (γ) =

∫ b

a
f(γ(t), γ̇(t))dt

and the intrinsic length of γ is

ℓ(γ) = inf

{
n−1∑
i=0

df (γ(ti), γ(ti+1))

}
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where df is the pseudo-Finsler distance, and the infimum is taken over all partitions {ti}ni=0 of [a, b].

Theorem F (Theorem 4.17) Let (M, C, f) a pseudo-Finsler manifold such that f is Lipschitz. Then for all
piecewise C1 causal curve σ : [a, b] →M we have,

ℓf (σ) = ℓ(σ).

There is also a theorem on metric derivative that occurs in a chart U of the manifold M .

Theorem G (Timelike metric derivative) Let xn, yn ∈ U two sequences such that xn ̸= yn and xn ≺ yn for
all n and limn→∞ xn = limn→∞ yn = x0. Let vn := yn−xn

|yn−xn| and v = limn→∞ vn. Then

lim
n→∞

ρf (xn, yn)

|yn − xn|
= f(x0, v).

Special geodesics

In this section, we return to Finsler geometry. We present some new results in which the difficulty was to set
up the good definition and prove the local existence and uniqueness of the the special exponential map. The
aim of this chapter is to define an analog of the Riemannian exponential map, but for non-strictly convex weak
Finsler metrics.
Definition 9 :

1. Let (M,F ) be a weak Finsler manifold of class C3,1. The strongly convexified metric of F is Fε =√
F 2 + εh where h is an auxiliary complete Riemannian metric.

2. Given (M,F ) a weak Finsler manifold of class C3,1, a special geodesic is a uniform limit of geodesics
for the strongly convexified metric Fε.

Definition 10 : Let {Fε} be a family of strongly convex Finsler metrics of class C3,1 on a manifold M . We
say that {Fε} is λ, η−-quasi-Thales on the open set U if the following is satisfied :

(i) 0 < η < Inj(Fε, x) for all x ∈ U and 0 < λ.

(ii) for all x, y ∈ B(x0, η) and all t ∈ [0, 1] we have

t

λ
dε(x, y) ≤ dε(x(t), y(t)) ≤ λtdε(x, y),

where x(t) is the geodesic from x0 to x and y(t) is the geodesic from x0 to y and dε is the distance
coming from Fε.

This definition is very useful for the construction of an exponential map for a non-strictly convex weak Finsler
metric. The role of the λ, η-quasi-Thales property is to make the exponential maps of Fε well defined and
make their injectivity radii greater than a uniform constant, and thus, when ε goes to 0, to have a strictly
positive injectivity radius for the limit application, that we will call the special exponential.

Theorem I : Let (M,F ) a weak-Finsler manifold where F is C3,1, and the family of Fε is (λ, η)−quasi-
Thales, then there exist special geodesics, and they are geodesics for F . Moreover, the special geodesics are
differentiable.
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Theorem J (Theorem 5.15) Let (M,F ) a weak Finsler manifold of class C3,1 for which the sequence of stron-
gly convexified metrics is λ, η−quasi-Thales. Then for all x0 ∈M , if B(x0, η2 ) = {v ∈ Tx0M | F (x0, v) < η},
there exists an application

Φx0 : B(x0,
η

2
) →M

such that for all v ∈ B(x0,
η
2 ) we have

Φx0(v) = lim
ε→0

Φε
x0
(v)

where Φε
x0

= expεx0
: B(x0, η2 ) →M is the restriction of the ε−exponential map (the exponential map of Fε)

to the ball B(x0, η2 ). Moreover, the application Φx0 : B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M → B(x0,
η
2 ) ⊂M is bijective.

Definition 11 : Let (M,F ) a weak Finsler manifold of class C3,1 for which the sequence of strongly convexi-
fied metrics is λ, η−quasi-Thales We define the special exponential by

Spexpp : B(x0,
η

2
) ⊂ TpM →M

v 7−→ γv(1)

where γv is the special geodesic such that γ(0) = p and γ̇(0) = v.

When these objects are defined, the proof of a Hopf-Rinow theorem for the special geodesics follows the
usual arguments, since the proof of this theorem is essentially metric and uses the exponential map (as in the
classical case of a Riemanniann manifold).
Definition 12

• We say that a metric is called complete for the special geodesics if every special geodesic can be defined
on [0,∞].

• We say that a metric space is forward complete if every sequence {xn}n∈N ⊂ X such that

lim
k→∞

sup
m≥k

d(xk, xm) = 0

converges.

Theorem K (Theorem 5.22) : Let (M,F ) a weak Finsler manifold of class C3,1 for which the sequence of
strongly convexified metrics is λ, η−quasi-Thales. Then, M is forward complete if and only if it is complete
for the special geodesics.

In the proof of the special Hopf-Rinow theorem, we also showed the following.

Scholium : Let (M,F ) a weak Finsler manifold of class C3,1 for which the sequence of strongly convexified
metrics is λ, η−quasi-Thales. Given x, y ∈ M , there always exists a special geodesic γ : [0, ℓ] → M such
that γ(0) = x and γ(ℓ) = y and ℓ(γ) = dF (x, y).
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Finsler systolic ratio of the 2-dimensionnal sphere

The problem of the optimal systolic ratio on a compact Riemanniann manifold is due to Mikhaïl Gromov in
[Gro83] and developped by Mikhaïl G. Katz in [Kat07]. The particular question of the systolic ratio of the 2-
dimensionnal sphere was invastigated by Christopher Croke [Cro88], Florent Balacheff [Bal10] and Stéphane
Sabourau [Sab09]
In collaboration with Louis Merlin, we described a new metric on the 2-dimensionnal sphere, inspired by
[Cos20], that has remarkable systolic properties.
Definition 13 :

• The systol of a Finsler sphere is the length of the shortest closed geodesic.
• The systolic ratio of a two dimensional Finsler sphere (M,F ) is then defined as

ρSyst(M,F ) =
SystF (M)2

VolHT (M)

where the supremum is taken over all Finsler metrics on M and the volume is the Holmes-Thompson
volume.

Given a topological manifold, a classical question is to find the largest systolic ratio. This is a hard problem,
even for the 2-sphere, the question is not yet completely answered [Bal10],[Sab09]. In collaboration with
Louis Merlin, we developped a sphere with a large systolic ratio, and with a large number of closed geodesics.

Theorem L (Theorem 6.3) : There exist a weak Finsler metric F (called Cossarini-Sabourau’s metric) on the
2-dimensionnal sphere with systolic ratio

ρsys(S2, F ) =
4π

3

.
Moreover, the sphere S2 endowed with the Cossarini-Sabourau weak Finsler metric is called the Cossarini-
Sabourau sphere. We needed to study the special geodesics flow on this sphere to compute precisely the length
of the shorter closed geodesic. The proof is following combinatorial arguments to find a lower bound to the
length and prove this is the systol.
The interest of this result is that the largest known Riemannian systolic ratio is the Calabi-Croke and the value
of its systolic ratio is 2

√
3 (see [Cro88], [Bal10], [Sab09]) which is smaller that the Cossarini-Sabourau’s

systolic ratio, moreover, it has many closed geodesics that accomplish the systol and thus this metric is a
intermediate example between the Zoll metrics (see [Bes12] and the Calabi-Croke metric. This metric has
not the biggest known Finsler systolic ratio (see [Sab09]), but it is a good candidate to be a local maximum
for the systolic ratio, giving an example of large systolic ratio that comes from another construction that the
Calabi-Croke metric.
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Introduction

Cette thèse porte sur l’étude des géodésiques des variétés finslériennes et pseudo-finslériennes faibles et de
basse régularité telles que décrites dans [Pap14a], [Pap09], [May41], [Iva01], [BCS00] et [PY19], [Bus67].
Nous commençons cette étude en exposant précisément les notions d’espaces métriques faibles, d’espaces
de Minkowski, de structure de longueur pour arriver à la description des espaces finslériens faibles de basse
régularité.

Définition. Soit M une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible sur M est la donnée d’une
fonctionnelle F : TM → R+ semi-continue supérieurement, convexe et homogène positive.

Le courant dominant de la géométrie finslérienne au cours du XXème siècle a été de supposer une plus
grande régularité (habituellement au moins C4) et la condition de forte convexité, aussi appelée condition
de Legendre-Clebsch, qui impose à la boule unité dans chaque espace tangent d’être de courbure de Gauss-
Kronecker strictement positive. Cette condition vient du calcul variationnel classique et donne lieu à la
construction de divers tenseurs et connexions qui permettent d’étudier la variétés finslériennes par des tech-
niques de géométrie différentielles analogues la géométrie Riemannienne. Une référence standard sur ce point
de vue est le livre de Bao, Chern et Shen [BCS00].

Par contraste, le présent travail se situe dans l’héritage et l’esprit de la vision de Herbert Busemann. Une large
revue des travaux de Busemann a été effectuée par Athanase Papadopoulos dans [Pap18a] et [Pap18b]. Les
hypothèses sur les métriques que nous considérerons dans ce textes seront affaiblies de deux manières. Pre-
mièrement, nous considérons des métriques finslériennes comme des fonctionnelles sur le fibré tangent d’une
variété qui ne satisfont que l’homogénéité positive et l’inégalité (non-stricte) du triangle mais qui peuvent être
dégénérées ou non-symétriques. Deuxièmement, nous considérons des métriques de faibles régularité, c’est à
dire des fonctionnelles semi-continues ou Lipschitz sur le fibré tangent.

L’étude des métriques finslériennes faibles de basse régularité est important dans la géométrie car ce type
de métriques apparaît naturellement comme solution de problèmes d’optimisation d’invariants métriques. Ce
phénomène peut se produire notamment lors de l’étude de questions telles que "Sous des contraintes de cour-
bure, quelle métrique a un volume minimal?" (voir [Gro82]), "Quel est le volume minimal de remplissage?"
(voir [Iva08], [Gro83]) et la question du ratio systolique optimal de la sphère de dimension 2, faisant appa-
raître des métriques telles que décrites dans le chapitre 6 (voir en particulier la proposition 6.8). Il est donc
important de comprendre ce type de métriques finslériennes, et ceci passe par l’étude des géodésiques de ces
espaces finslériens.

Dans le premier chapitre de cette thèse, le choix a été fait de prendre cette définition à rebours. Nous com-
mençons par définir de façon très générale ce qu’est une distance faible sur un ensemble.
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Définition. Soit X un ensemble. Une distance faible sur X est une fonctionnelle d : X ×X → R+, telle que

(i) d(x, x) = 0,

(ii) (inégalité du triangle) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

pour tous x, y, z ∈ X .

Ensuite, nous définissons ce qu’est une norme de Minkowsi faible sur un espace vectoriel réel de dimension
finie.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme faible de Minkowski est une appli-
cation F : X → [0,∞] telle que pour tout x, y ∈ X et λ > 0 on a

1. Positivité : F (0) = 0.

2. Homogénéité positive : F (λx) = λF (x).

3. Inégalité du triangle : F (x+ y) ≤ F (x) + F (y).

Nous voyons alors que sous certaines hypothèses, une telle norme engendre toujours une distance faible et la
proposition 1.10 donne une réciproque à cette affirmation.

Nous pouvons alors définir une métrique finslérienne sur une variété différentiable de la manière suivante.

Définition. SoitM une variété différentiable. Une métrique finslérienne est une fonctionnelle F : TM → R+

semi-continue supérieurement telle que F (x,−) : TxM → R+ est une norme de Minkowski faible pour tout
x ∈M .

Tout au long de ce travail, nous allons utiliser cette définition de métrique finslérienne faible de basse régu-
larité, mais en ajoutant des hypothèses métriques ou de régularité selon le cadre de travail, tout utilisant le
moins d’hypothèses possibles.

Une métrique finslérienne faible induit une structure de longueur, telle que définie dans [Gro81]. En effet, en
considérant une classe de courbes Γ que nous appellerons admissibles (typiquement les courbes continûment
différentiables par morceaux, ou les courbes Lipschitz), la fonctionnelle de longueur finslérienne ℓ : Γ → R+

sera donnée par ℓF (γ) =
∫
γ F . Une structure de longueur étant donnée, nous pouvons alors définir une

distance faible en prenant l’infimum de la longueur des courbes entre deux points donnés sur une variété ;
dF (x, y) = infΓ ℓF (γ).

Ces définitions étant posées, nous pouvons définir trois notions de géodésiques sur une variété finslérienne.
La première est purement exprimée en termes de distances, ce sont les géodésiques métriques (appelées "Hil-
bert curves" dans [May41]). La seconde implique la longueur finslérienne et demande donc que les géodé-
siques soient différentiables, ce sont les courbes minimisantes (définies dans [Iva01]). La troisième notions de
géodésique apparaît comme solution de l’équation différentielle des géodésiques, présentées dans les livres
classiques de géométrie Finslerienne tels que [BCS00]. Nous appellerons ces courbes les géodésiques diffé-
rentielles, elles sont définies à conditions que la métrique finslérienne aie des propriétés de régularité supplé-
mentaires. Voici les définitions formelles :

Définition. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe γ : [a, b] → X est
appelée géodésique métrique si pour tout t0 ∈ [a, b] il existe ε > 0 tel que si r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient
r < s < t, alors

d(γ(r), γ(s)) + d(γ(s), γ(t)) = d(γ(r), γ(t)).
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Définition. (Courbe minimisante) Soit X un espace topologique muni d’une structure de longueur. Une
courbe admissible γ : [a, b] → X est une courbe minimisantes si pour tout s, t ∈ [a, b]

δℓ(γ(s), γ(t)) = ℓ(γ|[s,t]).

Définition. (Géodésique différentielles) SoitM une variété différentiable et F une métrique finslérienne faible
de régularité C3. Dans un système de coordonnées locales, nous notons gij(x, v) = ∂2F 2

∂vi∂vj
(x, v) le tenseur

fondamental de F . Nous supposons de plus que le tenseur fondamental est défini positif et nous notons gij son
inverse. Une courbe β(t) = (x1(t), ..., xn(t)) est une géodésique différentielle pour la métrique finslérienne
F si elle est de classe C2 et solution de l’équation différentielle

ẍk + γkij ẋ
iẋj = 0,

où
γkij(x, v) =

1

2
gkµ

{
∂giµ
∂xj

+
∂gjµ
∂xi

− ∂gij
∂xµ

}
sont les symboles de Christoffel généralisés (noter que le tenseur fondamental et les symboles de Christoffel
généralisés dépendent de (x, v) et non pas seulement du point x comme c’est le cas en géométrie rieman-
nienne).

Dans le cadre de la géométrie finslérienne étudié dans [BCS00], c’est à dire quand la métrique est C∞ et
que le tenseur fondamental est défini positif, ces trois types de courbes optimales coïncident. Toutefois, dans
notre cas, il faut faire attention car il peut même arriver que la définition de "courbe minimisante" et celle
de "géodésique" n’aient aucun sens car la métrique n’est pas suffisamment régulière, ou les géodésiques
métriques ne satisfont pas aux bonne hypothèses de régularité.

Dans cette thèse, nous développons plusieurs points de vues complémentaires sur la géométrique finslérienne
faible. Le point de vue principal sur cette géométrie est une vision sythétique provenant majoritairement de
[Pap09], le second point de vue, complétant le premier dans le cas d’une métrique suffisamment régulière est
celui qui a fait dire à Busemann que la géométrie finslérienne classique "évoque à la majorité des mathémati-
ciens l’image d’une forêt impénétrable dont la végétation entière consiste en des tenseurs" [Pap09], toutefois
ce point de vue est important pour avoir une équation des géodésiques, sous la condition que la métrique
soit fortement convexe et suffisamment régulière. Une troisième approche consiste à construire une métrique
finslérienne F comme la dérivée de la fonctionnelle distance dF , mais il faut préciser les hypothèses sous
lesquelles cette façon de voir est possible. Nous voyons ceci dans le chapitre 2.

Précisons donc ces différents points de vue sur la géométrie finslerienne :

1. Géométrie convexe([Pap09]) : Soit Ω ⊂ TM , un champ ouvert de convexes contenant la section nulle,
ce qui signifie que Ωp = Ω∩TpM est un convexe ouvert pour tout p contenant 0 ∈ TpM . Nous pouvons
alors définir une métrique finslérienne sur M en prenant la jauge de Minkowski sur TpM induite par le
convexe ouvert Ωp :

F (p, v) = inf {t > 0 | v ∈ tΩp} .

Remarquons que cette construction est également possible avec un champ d’ouverts étoilés autour de
l’origine, ce qui donne une jauge de Minkowski non-convexe, que nous utiliserons dans le chapitre 2. De
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plus, notons que cette construction justifie le choix de la semi-continuité supérieure comme hypothèse
minimale de régularité pour les métriques considérées. En effet, les jauges de Minkowski sont semi-
continues supérieurement car les ensembles de sous-niveaux sont ouverts.

2. Géométrie différentielle ([BCS00]) : On définit une métrique finslérienne comme une fonction F suffi-
samment régulière sur le fibré tangent d’une variété différentiable, toutefois nous ne supposons pas en
général que F est strictement convexe sur chaque espace tangent.

3. Dérivée métrique([Iva08],[May41]) : Étant donné une variété différentiable munie de la structure d’es-
pace métrique (M,d), nous pouvons sous certaines conditions définir la dérivée métrique par la formule
suivante :

F (p, v) = lim sup
t→0

d(γ(0), γ(t))

|t|

où γ est une courbe C1 de M telle que γ(0) = p et γ̇(0) = v. Un des résultats de cette thèse donne des
conditions pour que la dérivée métrique soit la métrique finslérienne induisant la distance d.

Le second chapitre aborde les théorèmes de Herbert Busemann et Walter Mayer, énoncés et prouvés dans
l’article de 1941 intitulé "On the foundations of calculus of variations" [May41]. Cet article contient des
résultats encore importants aujourd’hui et mérite d’être réécrit dans un langage plus moderne. Nous avons
décomposé cet article en trois grandes parties, contenant chacune ses propres théorèmes. Le premier théorème
porte sur la convexification des jauges de Minkowski de champs d’ouverts étoilés autour de la section nulle du
fibré tangent. Ce résultat a été revisité par Shoshichi Kobayashi [Kob91], mais dans un cadre différent de celui
de Busemann et Mayer, en effet, dans [May41], la jauge considérée n’est pas symétrique mais est continue,
alors que dans [Kob91], la jauge considérée est symétrique mais semi-continue supérieurement.

Définition. • Soit Ω ⊂ TM un champ d’ouverts étoilé autour de l’origine, l’enveloppe convexe de Ω est
l’ensemble

Conv(Ω) =
⋃
x∈M

Conv(Ωx)

où Conv(Ωx) est l’enveloppe convexe de Ωx dans l’espace vectoriel TxM .
• Soit Φ : TM → R+ la jauge de Minkowski de Ω, alors la jauge de Minkowski de Conv(Ω), notée
F : TM → R+ est appelée le convexifié de Φ.

• Soit M une variété différentiable et Φ : TM → R+ une jauge de Minkowski sur M , alors pour tout
x, y ∈M , nous définissons

dΦ(x, y) = inf

∫ b

a
Φ(γ(t), γ̇(t))dt

où l’infimum est pris sur l’ensemble des courbes γ : [a, b] →M de x à y.

Un des résultats démontrés dans cette thèse est une généralisation du premier théorème de Busemann-Mayer
et du résultat principal de l’article [Kob91], car la jauge considérée est semi-continue supérieurement et non-
symétrique.
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Théorème (Théorème 2.3. BuseMay[Kob91, page 206] Soient M une variété différentiable connexe et Ω ⊂
TM un champ d’ouverts étoilés autour de l’origine. Soit Φ la jauge de Minkowski de Ω et F le convexifié de
Φ, alors, pour tout x, y ∈M , on a

dΦ(x, y) = dF (x, y).

Le preuve de ce théorème est liée au théorème de Minkowski-Carathéodory sur les enveloppes convexes (voir
[Web94]).

La seconde section du chapitre 2 porte sur l’égalité entre la longueur intrinsèque et la longueur finslérienne,
et sur des résultats concernant dérivée métrique.

Définition. Soit (X, d) un espace métrique faible et γ : [a, b] → X une courbe continue. Nous définissons la
longueur intrinsèque de γ par :

ℓd(γ) = sup
n−1∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1)),

où le supremum est pris sur l’enseble des partitions a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b de [a, b].

Un exemple classique de courbe sur laquelle la longueur intrinsèque ne coïncide pas avec la longueur fins-
lérienne est l’escalier du Diable (le graphe de la fonction de Cantor-Vitali, voir [KF75, p. 334]), en effet, la
longueur intrinsèque provenant de la distance euclidienne de l’escalier du Diable est 2 alors que la longueur
finslérienne, c’est à dire la longueur vue comme l’intégrale de la vitesse de cette courbe vaut 1. La solution
à ce problème est bien connue, en effet, dans le cas des métrique riemanniennes lisses les deux longueurs
coïncident sur l’ensemble des courbes absolument continues [AT04]. Toutefois il n’est a priori pas clair que
ceci est vrai pour les métriques finslériennes faibles de basse régularité sur la classe des courbes C1 par mor-
ceaux. Ceci est le propos du deuxième théorème de [May41]. Nous avons ajouté un minimum d’hypothèses à
la métrique finslérienne faible afin que le théorème soit vrai et la classe de courbes considérées est celle des
courbes continûment différentiables par morceaux.

Théorème (Théorème 2.16). [May41, Théorème 2, page 186] Soit (M,F ) une variété finslérienne faible dont
la métrique F est Lipschitz, alors la longueur finslérienne coïncide avec la longueur intrinsèque donnée par
dF sur les courbes continûment différentiables par morceaux. C’est à dire que pour tout courbe γ : [a, b] →M

continûment différentiable par morceaux, on a

ℓF (γ) = ℓdF (γ).

L’idée de la démonstration de ce théorème est représemtative de la vision de Busemann sur la géométrie
finslérienne. Busemann voit très souvent les variétés finslériennes comme des variétés “infinitésimalement
Minkowski’, c’est à dire qu’il approxime la métrique finslérienne par de petits morceaux de normes de Min-
kowski, invariants par translation et projectifs, ce qui permet de déduire des résultats puissants dans de petits
voisinages puis de réunir les petits morceaux et de déduire un résultat global sur la courbe entière.

De cette façon de voir sont directement déduits deux variantes d’un théorème portant sur la dérivée métrique.
Ces résultats demandent de se placer dans un carte de la variété M , et le premier corollaire est plus général
que le second, bien que moins synthétique.
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Théorème (Théorème 2.21). [May41, Théorème 3, page 186] Soit (M,F ) une variété finslérienne faible
dont la métrique F est Lipschitz et U ⊂ M une carte de la variété M . Considérons {xn} et {yn} deux suites
dans U telles que pour tout n nous avons xn ̸= yn et satisfaisant limn→∞ xn = limn→∞ yn = x0 ∈ U et
vn := yn−xn

|yn−xn| converge vers un vecteur v, alors

lim
n→∞

dF (xn, yn)

|yn − xn|
= F (x0, v)

où nous avons noté |.| la métrique euclidienne dans la carte U .

Le second corollaire est une réécriture du premier en terme de courbes plutôt qu’en termes de suites, il est
moins général que le premier, mais plus clair et permet une comparaison avec les résultats de Sergueï Ivanov
[Iva08].

Théorème (Théorème 2.21, reformulé). [May41]
Soit (M,F ) une variété finslérienne faible dont la métrique F est strictement convexe et Lipschitz et U ⊂ M

une carte de la variété M . Soit γ : [0, 1] → U une courbe continûment différentiable en 0, alors

lim
t→0

dF (γ(0), γ(t))

|t|
= F (γ(0), γ̇(0)).

Une petite section suit et montre que le théorème 3.7 de [Iva08] implique ces deux résultats, en effet, Iva-
nov démontre que toute distance Lipschitz provient d’une métrique finslérienne et donne même une forme
explicite de la métrique finslérienne qui engendre la distance, cette métrique étant la différentielle faible d’un
plongement de Kuratowski de l’espace métrique faible considéré au départ.

La troisième partie de ce chapitre porte sur la régularité des géodésiques métriques sur une surface finslé-
rienne de basse régularité. Nous ne savons pas si ce résultat est généralisable en dimension supérieure, car les
méthodes utilisées ici sont typiques de la dimension 2.

Théorème (Théorème2.40). [May41, Chap. 6, page 194] Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de di-
mension 2 dont la métrique F est strictement convexe et Lipschitz, alors les géodésiques métriques pour dF
sont continûment différentiables.

La preuve de ce résultat est technique, elle utilise les propriétés d’une famille de courbes différentiables que
Busemann-Mayer appellent des pseudo-cercle (voir définition 2.27) et le fait que la projection sur ces courbes
est contractante.

Les résultats du chapitre 2 sont très généraux, excepté le théorème de régularité des géodésiques métriques,
qui ne fonctionne qu’en dimension 2. Un des développements futurs à cette thèse pourraît être d’essayer de
généraliser ce résultat à la dimension n.

Les chapitres 3 et 4 portent sur les métriques finslériennes de type espace-temps ou métriques pseudo-
finslériennes. Ces métriques sont des généralisations des métriques pseudo-riemanniennes de la relativité
générale [Ein16]. Les métriques pseudo-finslériennes faibles de basses régularité sont aux métriques pseudo-
riemanniennes ce que les métriques finslériennes faibles de basse régularité sont aux métriques riemanniennes,
toutefois, contrairement au cas pseudo-riemannien, une métrique pseudo-finslérienne n’est pas définie partout.
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En effet, en dehors du “cône de causalité”, les métriques pseudo-finslériennes n’ont pas de sens. Ceci est une
grande différence avec les chapitres précédents, car la relation de causalité est inévitable et ne permet pas, à
priori, "d’adapter les résultats finslériens en inversant simplement les inégalités".

Dans le développement de la théorie pseudo-finlérienne faible, nous procédons de la même manière que dans
le chapitre 1, nous commençons par définir ce qu’est une pseudo-distance, ensuite une pseudo-norme de
Minkowski et enfin une métrique pseudo-finslérienne. Les métriques pseudo-finslériennes ne sont définies
que sur un cône de causalité et la pseudo-distance entre deux point n’est définie qu’entre deux points liés
causalement, tel que nous allons le définir. Ceci est une différence importante entre la géométrie finslérienne
et la géométrie pseudo-finslérienne.

Définition. Soit X un espace topologique de Hausdorff. On appelle X un espace-temps métrique si

1. Il existe un ordre partiel ≺ sur X (appelé relation de causalité tel que {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} est
fermé dans X × X et pour chaque point p ∈ X , dans chaque voisinage U de p, il existe des points
x, y ∈ U distincts de p tels que x ⪯ p et p ⪯ y.

2. Il existe une fonction ρ : {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} → R+ continue et satisfaisant :
• ρ(x, y) ≥ 0 pour tout x ⪯ y et ρ(x, x) = 0.
• Si x ⪯ y ⪯ z, alors

ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) + ρ(y, z),

que nous appellerons inégalité causale.

Nous appellerons la fonction ρ une pseudo-distance.

Nous définissons ensuite une pseudo-norme de Minkowski.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie.

1. On appelle cône de causalité un sous-ensemble C ⊂ X qui est un cône convexe fermé propre de sommet
0 ∈ X (propre signifie qu’il existe un hyperplan supporteur de C passant par 0 et ne contenant que 0

ou que C ne contient aucune droite).

2. La donnée d’un cône de causalité C sur un espace vectoriel X induit la relation de causalité suivante,

x ≺ y si y − x ∈ C.

3. Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un cône causal satisfaisant

(a) Positivité : f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C et f(x) > 0 pour tout x ∈
◦
C et f(0) = 0.

(b) Homogénéité positive : f(λx) = λf(x) pour tout x ∈ C et tout λ > 0.

(c) Concavité : f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y) pour tout x, y ∈ C et tout 0 < t < 1.

Un espace vectoriel muni d’un cône de causalité et d’une pseudo-norme de Minkowski est appelé un
espace-temps de Lorentz-Minkowski.

Un espace de Lorentz-Minkowski est un espace-temps métrique via l’égalité ρ(x, y) = f(y − x) pour x ⪯ y.
Inversement, les proposition 3.4 et 3.14 donnent des conditions pour qu’un espace-temps métrique soit un
espace de Lorentz-Minkowski.
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Définition. Une métrique pseudo-finslérienne sur une variétéM est la donnée d’un sous-ensemble fermé C ⊂
TM (appelé champ de cônes de causalité) tel que Cx ⊂ TxM est un cône de causalité et d’une fonctionnelle
f : C → R+ semi-continue inférieurement, homogène positive et concave.

Notons que C =
⋃

x∈M Cx s’appelle un champ de cônes (de causalité) sur M . Le cône de causalité définit ce
qu’est une courbe causale et induit la relation de causalité sur M .

Définition. • SoitM une variété différentiable munie d’un champ de cônes de causalité, alors une courbe
σ : [a, b] → M est appelée une courbe causale si pour tout t ∈ [a, b], nous avons σ̇(t) ∈ Cσ(t) et une

courbe strictement causale si pour tout t ∈ [a, b], nous avons σ̇(t) ∈
◦
Cσ(t).

• Soit M une variété différentiable munie d’un champ de cônes de causalité et x, y ∈ M , alors nous
notons x ⪯ y si il existe une courbe causale de x vers y et x ⪯ y si il existe une courbe strictement
causale de x vers y.

Étant donnés un champ de cônes de causalité C et une métrique pseudo-finslérienne f sur une variété M nous
avons une structure de longueur sur l’ensemble des courbes causales, définie par

ℓf (σ) =

∫
σ
f

et une pseudo-distance induisant une structure d’espace-temps métrique sur M , donnée par le relation de
causalité énoncée plus haut et la pseudo-distance

ρf (x, y) = sup ℓf (σ)

où le supremum est pris sur l’ensemble des courbes causales de x vers y.

Nous pouvons donc définir ce que sont les géodésiques des espaces-temps, telles que définies dans [PY19] et
[Bus67].

Définition. (Géodésique pseudo-métrique) Soit (X,⪯, ρ) un espace-temps métrique. Une courbe causale
σ : [a, b] → X est appelée géodésique pseudo-métrique si pour tout t0 ∈ [a, b] il existe ε > 0 tel que si
r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient r < s < t, alors

ρ(σ(r), σ(s)) + ρ(σ(s), σ(t)) = ρ(σ(r), σ(t)).

Définition. (Courbe maximisante) Soient X un espace topologique muni d’une structure de longueur de type
espace-temps et σ : [a, b] → M une courbe causale. On dit que σ est une courbe maximisante si pour tout
s, t ∈ [a, b]

ρℓ(σ(s), σ(t)) = ℓ(σ|[s,t]).

Pour démontrer des théorèmes inspirés par les résultats de [May41], il nous a fallu définir un nouveau forma-
lisme en cherchant les points communs entre finslérien et pseudo-finslérien. L’un des points communs réside
dans l’approche de type "géométrie convexe", en effet, la notion de convexe de Valinor permet de définir une
métrique pseudo-finslérienne et une relation de causalité d’une façon très inspirée par la notion de jauge de
Minkowski de la géométrie finslérienne classique.
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Définition (Convexe de Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons convexe de
Valinor un ensemble D ⊂ X vérifiant les propriétés suivantes :

1. D est non-vide, convexe et ouvert.

2. 0 /∈ D.

3. D est propre (i.e. ne contient aucune droite).

4. (Anti-étoilé) Si x ∈ D, alors pour tout λ ≥ 1, nous avons λx ∈ D.

Nous remarquons qu’il est également possible de se donner un ensemble de Valinor pas forcément convexe.

Définition. SoientX un espace vectoriel de dimension finie et D un convexe de Valinor dansX . Nous pouvons
alors définir un cône sur D de la manière suivante :

CD :=
{
x ∈ X | il existe λ > 0 tel que λv ∈ D

}
,

où D désigne l’adhérence de D. Nous définissons également l’ensemble

B = C \ D,

appelé boule unité.

Un champ de convexes fondamentaux sur une variété M est la donnée d’un ensemble ouvert D ⊂ TM tel
que Dx = D ∩ TxM est un convexe de Valinor de TxM pour tout x ∈ M . Nous pouvons alors définir un
champ de cônes sur TM à partir de D. Ceci induit un champ de cônes de causalité CD et donc la relation
de causalité. La métrique pseudo-finslérienne est donnée par la jauge de Lorentz-Minkowski de D, telle que
définie ci-dessous.

Définition. Soit (M,D) une variété différentiable munie d’un champ de convexes fondamentaux. La jauge de
Lorentz-Minkowski de D est la fonctionnelle f : CD → R+ définie par

fD(x, v) = sup
{
t > 0 | v ∈ tDx

}
.

Remarquons qu’une telle fonctionnelle peut également être définie sur un champ d’ensembles fondamentaux
pas forcément convexes. Nous noterons ϕ la jauge de Lorentz-Minkowski d’un champ d’ensembles fonda-
mentaux non convexes. Dans le cas où D n’est pas convexe, nous pourrons considérer son enveloppe convexe
Conv(D) et en prendre la jauge de Lorentz-Minkowski. Si ϕD est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, alors
la jauge de Lorentz-Minkowski f = ϕConv(D) est appelée le concavifié de ϕD.

Nous avons ainsi construit une approche de type géométrie convexe de la géométrie pseudo-finslérienne, et
nous allons donc pouvoir utiliser des techniques et des résultats de géométrie convexe pour démontrer des
analogues de type espace temps des résultats de Busemann-Mayer.

Théorème (Téorème 4.13). Soit M une variété différentiable munie d’un champ d’ensembles fondamentaux
D dont la boule unité est bornée et induisant une jauge de Lorentz-Minkowski continue. Notons ϕ la jauge de
Lorentz-Minkowski de D et f son concavifié. Alors pour toute paire de points x, y ∈ CD tels que x ⪯ y, on a

ρϕ(x, y) = ρf (x, y).
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L’idée de la preuve de ce théorème est que les courbes maximisantes des pseudo-normes de Minkowski passant
par les directions extrêmes des ensembles fondamentaux ne diminuent pas la longueur, il faut donc approxi-
mer les métriques pseudo-finslériennes par des pseudo-normes de Minkowski puis appliquer des résultats de
géométrie convexe à D pour démontrer le théorème.

La section suivante démontre un analogue du théorème sur les longueurs intrinsèques de Busemann-Mayer
mais dans le cadre des métriques pseudo-finslériennes. Nous pouvons en effet également définir une longueur
intrinsèque d’une courbe causale dans un espace-temps métrique de la manière suivante.

Définition. Soit (X,⪯, ρ) un espace-temps métrique et soit σ : [a, b] → X une courbe causale dans X , la
longueur intrinsèque de σ est définie par

ℓ(σ) = inf

n−1∑
i=0

ρ(σ(ti), σ(ti+1))

où l’infimum est pris sur l’ensmble des partitions a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = b de [a, b].

Il s’agit de voir si cette longueur intrinsèque est égale à la longueur pseudo-finslérienne ℓf . Le théorème
suivant donne une réponse à cette question.

Théorème (Théorème 4.17). Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est Lip-
schitz, alors la longueur pseudo-finslérienne ℓF et la longueur intrinsèque ℓ coïncident sur les courbes cau-
sales continûment différentiables. C’est à dire, pour toute courbe σ : [a, b] → M strictement causale et
continûment différentiable par morceaux,

ℓf (σ) = ℓ(σ)

Ceci est une application du point de vue de Busemann sur la géométrie finslérienne, qui voit les métriques
finslériennes comme des métriques infinitessimalement Minkowski, mais appliqué aux métriques pseudo-
finslériennes, en prenant en comptes les contraintes de causalité et l’inégalité causale.

Dans les deux derniers chapitres de la thèse, nous revenons aux métriques finslériennes "de type espace seule-
ment". Le chapitre 5 est la construction d’un analogue de l’application exponentielle riemannienne dans le
cadre des métriques finslériennes de régularité C3,1, mais non-strictement convexes. L’idée est qu’il existe des
géodésiques spéciales parmi toutes les géodésiques d’une variété finslérienne.
Cette approche est inspirée de la notions de "distinguished geodesics" introduite par Busemann dans [BP87].
Un exemple est doné par les métriques projectives dans les ouverts de Rn, c’est à dire des métriques pour
lesquelles les droites euclidiennes sont des géodésiques, que l’on peut donc considérer comme des géodésiques
"spéciales". En particulier les métriques de Funk ou de Hilbert sont des exemples classiques de géométries
finslériennes faibles projectives. De telles métriques admettent beaucoup de géodésiques et parmi elles, les
lignes droites.
Dans le chapitre 5, nous proposons une construction qui distingue certaines géodésiques "spéciales" et nous
montrons l’unicité locale de ces géodésiques.

Définition. Soit M une variété différentiable et F : TM → R+ une métrique finslérienne faible de classe
C3,1, et h une métrique riemannienne lisse surM . Pour ε > 0, nous définissons la métrique fortement convexi-
fiée de F par

Fε =
√
F 2 + εh.
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Définition. Soit {Fε} une famille de métriques finslériennes de régularité C3,1 fortement convexes sur une
variété M . Nous disons que {Fε} est λ, η-quasi-Thalès sur l’ouvert U si les conditions suivantes sont satis-
faites :

(i) 0 < η < Inj(Fε, x) pour tout x ∈ U et 0 < λ.

(ii) Pour tout x, y ∈ B(x0, η) et tout t ∈ [0, 1] nous avons

t

λ
dε(x, y) ≤ dε(x(t), y(t) ≤ tλdε(x, y),

où x(t) est la géodésique de x0 à x et y(t) est la géodésique de x0 à y et dε est la distance induite par
Fε.

le fait d’être quasi-Thalès est une propriété clé des espaces que nous allons considérer. En effet, ceci aura pour
effet de "bloquer" le rayon d’injectivité des métriques Fε et permettra de montrer que les suites de métriques
considérées ont de bonnes proriétés de convergence.

Les métriques Fε sont des métriques fortement convexes et de régularité C3,1, nous pouvons donc appliquer
l’approche "géométrie différentielle" à cette suite de métriques et constater que pour tout ε > 0, l’équation
des géodésiques finslériennes donne l’existence et l’unicité locale de géodésiques pour Fε (voir [BCS00]).
Ces géodésique seront appelée des ε-géodésiques. En laissant ε tendre vers 0, la suite des ε-geodesiques
converge et nous obtenons une géodésique particulière de F comme limite uniforme de ε−géodésiques, que
nous appellerons géodésique spéciale.

Théorème (Corollaire 5.8 et Théorème 5.10). Soit (M,F ) une variété finslérienne faible, de régularité C3,1

et h une métrique riemannienne auxiliaire sur M . Supposons que la famille de métriques fortement convexi-
fiées Fε =

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, alors la métrique F admet des géodésiques spéciales et ces

géodésiques spéciales sont différentiables.

L’existence des géodésiques spéciales provient de la construction de la métrique fortement convexifiée et de la
convergence des distances lorsque ε→ 0. La preuve de la différentiabilité des géodésiques spéciales demande
que la famille de métriques Fε soit λ, η−quasi-Thalès.

Nous montrons ensuite qu’il est possible de construire une application “exponentielle spéciale”, c’est à dire
une application associant à tout (x, v) ∈ TM , la géodésique spéciale γv(t) telle que γv(0) = x et γ̇v(t) = v.

Notation 0.1. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible, alors

B(x0, η) = {v ∈ Tx0M | F (x0, v) < η}

et
B(x0, η) = {x ∈M | dF (x0, x) < η} .

Théorème (Théorème 5.15). Soient (M,F ) une variété finslérienne faible de classe C3,1 et h une métrique
riemannienne auxiliaire complète telle que la famille Fε :=

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, alors pour tout

x0 ∈M , il existe une application
Φx0 : B(x0,

η

2
) →M
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telle que pour tout v ∈ B(x0,
η
2 ) nous avons

Φx0(v) = lim
ε→0

Φε
x0
(v)

où Φε
x0

= expεx0
: B(x0, η2 ) →M est la restriction de l’ε−exponentielle à la boule B(x0, η2 ).

De plus l’application Φx0 : B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M → B(x0,
η
2 ) ⊂M est une bijection.

Ce théorème justifie la définition suivante :

Définition (Exponentielle spéciale). Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de classe C3,1 et h une mé-
trique riemannienne auxiliaire complète telle que la famille Fε :=

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, et no-

tons expε : B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M → M l’exponentielle de Fε (voir [BCS00]), alors l’exponentielle spéciale est
l’application Spexpx0

: B(x0, η2 ) →M définie par

Spexpx(v) = lim
ε→0

expεx(v).

Il n’a pas été possible de démontrer que l’exponentielle spéciale est un homéomorphisme local, car une limite
bijective d’homéomorphismes n’est pas forcément continue (voir l’exemple 5.2 "Tremblement de Terre").
La construction de l’exponentielle spéciale permet tout de même d’avoir une bijection locale entre l’espace
tangent en un point de la variété et un voisinage de ce point. Dès lors, en ayant constaté que le théorème
de Hopf-Rinow classique est un théorème utilisant presque seulement la notion de distance et l’application
exponentielle (voir par exemple [GHL04]), nous pouvons démontrer un théorème de Hopf-Rinow pour les
géodésiques spéciales, en utilisant les méthodes classiques, adaptées à l’exponentielle spéciale. Il s’agit tout
de même de faire attention à la définition de complétude dans un espace métrique non-symétrique.

Définition. • Soit (X, d) un espace métrique faible. On dit que {xn}n∈N ⊂ X est une suite de Cauchy
vers avant si

lim
k→∞

sup
m≥k

d(xk, xm) = 0.

L’espace métrique faible (X, d) est dit complet vers avant si toute suite de Cauchy vers l’avant converge.
Nous définissons de Cauchy vers l’arrière et complet vers l’arrière de la même manière. Nous dirons
qu’un espace métrique est complet si il est complet vers l’avant et complet vers l’arrière.

• Une variété finslérienne faible (M,F ) est dite géodésiquement complète pour les géodésiques spéciales
si toute géodésique spéciale est définie (ou prolongeable) jusqu’à ∞.

Théorème (Théorème 5.22). Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de classe C3,1 et h une métrique
riemannienne auxiliaire complète telle que la famille Fε :=

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, alors F est

géodésiquement complète pour les géodésiques spéciales si et seulement si elle est complète vers avant.

Remarquons maintenant que ce résultat représente une fin en soi, étant donné que nous pouvons considérer
que nous construisons une métrique finslérienne faible en se donnant un champ de convexes étoilés sur une
variété différentiable, par le premier théorème de Busemann-Mayer [May41], mais qu’une telle métrique,
étant donnée par une enveloppe convexe, n’est pas strictement convexe. Toutefois, si la métrique construite
est suffisamment régulière, nous pouvons construire des géodésiques spéciales et une exponentielle spéciale,
qui donnera lieu à un théorème de Hopf-Rinow spécial.
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Le dernier chapitre de cette thèse présente un travail en collaboration avec Louis Merlin. Nous avons développé
un exemple de métrique finslérienne faible sur la sphère de dimension deux qui possède de bonnes propriétés
systoliques.

Définition. 1. Soit F une métrique finslérienne sur la sphère S2. On appelle systole de F , et on notera
Syst(F ), la longueur de la plus courte géodésique périodique de (S2,F).

2. Étant donné une métrique finslérienne F sur S2, nous définissons le ratio systolique de F par

ρF (S2) =
Syst(F )

AireF (S2)

où le volume finslérien est le volume de Holmes-Thompson tel que défini dans 1.

3. Nous appellerons ratio systolique optimal le supremum sur l’ensemble des métriques des ratios systo-
liques

ρ(S2) = sup
F
ρF (S2).

Ces définitions proviennent d’une question de géométrie riemannienne. La question du ratio systolique optimal
riemannien sur une variété compacte a été soulevée par Mikhaïl Gromov dans [Gro83], inspiré par [Pu52]
et [Bes51] puis notamment développée par Mikhaïl Katz dans [Kat07]. Dans son article de 1988 [Cro88],
Christopher Croke démontre que le ratio systolique riemannien de la sphère S2 est borné, il s’agit donc de
trouver la métrique optimale pour ce ratio. Le plus grand ratio systolique connu est celui de la métrique
de Calabi-Croke sur S2. La construction de Calabi-Croke consiste en deux triangles équilatéraux munis de
la métrique euclidienne et collés par isométrie le long de leurs bords. Le ratio systolique de la sphère de
Calabi-Croke est calculable par de la géométrie élémentaire et vaut 2

√
3. Les avancées actuelles montrent que

la métrique de Calabi-Croke est un bon candidat pour être le maximum, en effet, dans [Bal10] et [Sab09],
Florent Balacheff et Stéphane Sabourau montrent que la sphère de Calabi-Croke est un maximum local pour
les métriques riemanniennes, et même que l’analogue de la construction de Calabi-Croke, mais en équippant
les triangles d’une métrique de type Manhattan, est un maximum local parmis les métriques finslériennes.
Remarquer que toutes ces métriques sont singulières, et donc entrent naturellement dans notre cadre de travail.

La métrique sur S2 que nous avons construit avec Louis Merlin est une métrique finslérienne faible. Cette
construction est inspirée de l’article de Marcos Cossarini et Stephane Sabourau [Cos20]. Dans cet article, les
auteurs construisent un disque finslérien faible d’air minimale en utilisant des métriques projectives de Crof-
ton. Dans notre travail, nous avons délibérément évité ce formalisme pour décrire la métrique de Cossarini-
Sabourau, car cette métrique peut être décrite de façon plus sythétique, permettant de la mettre en relation
claire avec le reste de cette thèse.

Définition. 1. Soient θ0, θ1, θ2 : R2 → R les trois formes linéaires définies par
• θ0(v1, v2) = v2,
• θ1(v1, v2) = −

√
3
2 v1 +

1
2v2,

• θ2(v1, v2) =
√
3
2 v1 −

1
2v2.

Définissons également trois fonctions de Heaviside h0, h1, h2 : R2 → {0, 1} données par
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hi(x1, x2) =

{
1 si θi(x1, x2) ≥ 0,

0 si θi(x1, x2) < 0.

La métrique de Cossarini-Sabourau sur le plan R2 est la métrique finslérienne faible définie par

FCS((x1, x2), (v1, v2)) =
2∑

i=0

hi(x1, x2)|θi(v1, v2)|. (1)

2. La boule unité H =
{
(x1, x2) ∈ R2 | dCS((0, 0), (x1, x2)) ≤ 1

}
⊂ R2 est appelé le disque de Cossarini-

Sabourau.

Cette métrique est une métrique de Minkowski lorsque nous la restreignons à un des 6 secteur d’angle π
3 dans

R2, un secteur sur deux portant une métrique dégénérée, étant simplement la projection sur une des demi
droites Lk =

{
tei

π
6
+k 2π

3 | t ≥ 0
}

⊂ C ∼= R2 et un secteur sur deux portant une métrique isométrique à la
métrique de Manhattan, la métrique étant la somme des projections sur deux demi droites Lk (voir figure 6.2).
Une autre façon de comprendre cette métrique est de spécifier la fonctionnelle de longueur sur R2 qu’elle
induit. Soit γ : [a, b] → R2, sa longueur de Cossarini-Sabourau est donnée par

ℓH(γ) =
∑

k=0,1,2

∫
Lk

Card
(
π−1
k (γ(t))

)
dt

où πk désigne la projection orthogonale sur Lk. Nous pouvons facilement calculer le volume de Holmes-
Thompson de ce disque, en effet, comme le volume de Holmes-Thompson de la boule unité d’une métrique
de Minkowski est égal au volume de Holmes-Thompson de la boule duale, nous commençons par remarquer
que le volume de la boule unité de la métrique de Manhattan vaut 8

π , et le disque de Cossarini-Sabourau
comporte trois secteurs dégénérés (d’air de Holmes-Thompson nulle) et trois secteurs isométriques à un quart
de boule unité de Manhattan, donc

VolHT (H) =
3

4

8

π
=

6

π
.

Pour construire la sphère de Cossarini-Sabourau, nous prenons le double de H, c’est à dire deux copie de H
collées le long de leur bord par isométrie. Nous obtenons alors une variété S homéomorphe à S2 munie d’une
métrique finslérienne faible notée FCS par abus de notation.

Théorème (Théorème 6.3). Le ratio systolique de la sphère de Cossarini-Sabourau S vaut 4π
3 et par chaque

point de S passe au moins trois systoles.

La preuve de ce résultat est principalement combinatoire. Nous commençons par considérer les géodésiques
spéciales de S et constater que via la projection canonique π : S → H, le flot des géodésiques spéciales
correspond au flot de billard euclidien dans un hexagone. Nous remarquons ensuite que les géodésiques spé-
ciales périodiques ne sont pas plus courtes que les autres géodésiques périodiques. Il s’agit donc de calculer
les longueurs de toutes les géodésiques spéciales périodiques et de constater que la longueur minimale pos-
sible pour une géodésique spéciale périodique vaut 4. Ceci demande de développer une dynamique symbo-
lique que nous expliquons précisément dans le chapitre 6. Il s’agit ensuite de traiter 9 cas, étant donné que
nous avons beaucoup de contraintes, les géodésiques spéciales devant être périodiques et suivre un flot de
billard dans un hexagone. La plupart des géodésiques périodiques ont une longueur plus grande que 4 bien
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avant de se refermer. Nous avons donc pu montrer que la systole vaut 4, et donc que le ratio systolique est
ρFCS

(S2) = 42

(12/π) = 4π
3 . De plus, les courbes confondues à une hauteur de l’hexagone parcourue deux fois

dans des sens différents sont des systoles, donc au moins trois systoles passent par chaque point de H.

Ce dernier point fait de H un bon candidat pour être un maximum local pour le ratio systolique parmis les
métriques finslériennes.
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Chapitre 1

Considérations générales sur les espaces
métriques finslériens

1.1 Espaces métriques faibles et normes de Minkowski faibles

Nous allons définir les notions d’espaces métriques faibles, et d’espaces de Minkowski, qui sont un des cadres
de travail dans lesquels nous allons évoluer tout au long de cette thèse. Les variétés Finslériennes faibles de
basse régularité sont un exemple d’espaces métriques faibles dont chaque tangent est un espace de Minkowski
faible. Une métrique finslérienne faible est donc une métrique infinitésimalement Minkowski faible, il est donc
important dans un premier temps de comprendre les métriques faibles de Minkowski. Dans plusieurs résultats
de cette thèse, nous utilisons des méthodes qui ramènenent une métrique Finslérienne faible à un espace de
Minkowski faible, par des approximations. Les espaces de Minkowski faibles et les métriques finslériennes
faibles donnent naissance à des espaces métriques faibles, c’est à dire des ensembles munis de distances
faibles. La terminologie distance faible se trouve dans le cours de topologie générale de Waclaw Sierpinski
([Sie52]). Cet auteur attibue cette notion à H. Ribeiro. Cette section sur les espaces métriques faibles et normes
de Minkowski faibles est inspirée de [Iva01] et [Pap09].

1.1.1 Espaces métriques faibles

Définition 1.1. (Espace métrique faible). Soit X un ensemble quelconque. Une fonction d : X×X → [0,∞]

est une distance faible si pour tout x, y, z ∈ X elle satisfait les conditions suivantes :

(i) d(x, x) = 0,

(ii) (Inégalité du triangle) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

Un espace métrique faible est un couple (X, d) où d est une distance faible surX . Nous demanderons souvent
que la distance aie des propriétés supplémentaires, en particuliers nous dirons qu’une distance faible d sur X
est

• Non-dégénérée (ou séparante) si d(x, y) > 0 si et seulement si x ̸= y.
• Symétrique si d(x, y) = d(y, x).
• Finie si d(x, y) <∞.
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Une distance dans le sens classique est une distance faible symétrique, non-dégénérée et finie. Un espace
métrique est un ensemble muni d’une distance.

Remarque 1.2. Tout au long de cette thèse, nous utiliserons l’inégalité du triangle, ainsi que des inégalités
équivalentes. Dans le cas d’une distance symétrique, l’inégalité du triangle peut s’écrire de la manière suivante
d(x, y) − d(y, z) ≤ d(x, z). Dans le cas général d’espace métrique faible, cette inégalité se subdivise en
plusieurs inégalités. Pour rendre ces inégalités plus visuelles, nous avons utilisé les notations p, u, v pour les
éléments de X exprimant les inégalités suivantes, qui sont équivalentes à l’inégalité du triangle :

• d(p, u)− d(p, v) ≤ d(v, u).

• d(u, p))− d(v, p) ≤ d(u, v).

• |d(p, u)− d(p, v)| ≤ max {d(v, u), d(u, v)} .
• |d(u, p)− d(v, p)| ≤ max {d(v, u), d(u, v)} .

Les deux premières inégalités sont contenues dans les deux dernières, toutefois il est utile d’en prendre note
pour la suite de cette thèse.

Remarque 1.3. Si (X, d) est un espace métrique faible et ψ : R+ → R+ est une fonction concave (c’est à
dire que pour tout s, t ∈ R+ et pour tout 0 < λ < 1 nous avons ψ(λs + (1 − λ)t) ≥ λψ(s) + (1 − λ)ψ(t))
telle que ψ(0) = 0 et ψ(t) > 0 pour tout t > 0, alors d′ := ψ ◦ d est aussi une distance faible sur X .

Rappelons ici la preuve de cette remarque. Commençons par montrer que

ψ(s+ t) ≤ ψ(s) + ψ(t).

Posons λ = s
s+t et calculons

ψ(s) = ψ(λ(s+ t) + 0) ≥ λψ(s+ t) (1.1)

et
ψ(t) = ψ(0 + (1− λ)(s+ t)) ≥ (1− λ)ψ(s+ t). (1.2)

En additionnant (1.1) et (1.2), nous obtenons

ψ(s) + ψ(t) ≥ λψ(s+ t) + (1− λ)ψ(s+ t) = ψ(s+ t).

Montrons de plus que ψ est croissante :
Si ψ n’était pas croissante, il existerait un t0 et α > 0 tels que ψ(t0 + α) < ψ(t0), alors

ψ(t0 + kα)− ψ(t0)

kα
≤ ψ(t0 + kα)− ψ(t0)

kα
=: λ < 0.

Or ceci implique que ψ(t0+ kα) ≤ ψ(t0)+ kαλ < 0, mais pour tout t, par hypothèse ψ(t) > 0. La fonction ψ est donc
croissante.
Nous sommes donc en mesure de montrer l’inégalité du triangle pour d′ = ψ ◦ d :
Soient x, y, z ∈ X , alors

d′(x, z) = ψ(d(x, z)) ≤ ψ(d(x, y) + d(y, z)) ≤ ψ(d(x, y)) + ψ(d(y, z)) = d′(x, y) + d′(y, z).

De plus les autres propriétés de métrique faible sont clairement vérifiées pour d′ = ψ ◦ d.
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Définition 1.4. (Distance projective). Soit U ⊂ X un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel réel de
dimension finie X . Une distance faible d sur U est dite projective si

d(x, z) = d(x, y) + d(y, z)

lorsque y = tx+ (1− t)z, avec 0 ≤ t ≤ 1.

Les distances projectives peuvent être vues comme des solutions du IVème problème de Hilbert, car les seg-
ments de droites sont des géodésiques dans de tels espaces. En effet nous pouvons reformuler le IVème pro-
blème de Hilbert de la manière suivante :

"Caractériser toutes les distances projectives et étudier leurs propriétés".

Les distances de Minskowski sont des exemples de distances projectives, mais les quelques hypothèses addi-
tionnelles permettent d’en faire des distances provenant d’une norme sur un espace vectoriel.

Définition 1.5. (Distance de Minkowski). Une distance de Minkowski sur un espace vectoriel réel de dimen-
sion finie X est une distance faible d sur X qui est projective et invariante par translation.

Exemples. 1. Soit X = Rn et d(x, y) =
√

|y1 − x1|2 + ...+ |yn − xn|2, une telle distance est appelée la
métrique euclidienne sur Rn. L’espace Rn, muni de la distance euclidienne, est un espace métrique de
Minkowski.

2. SoitX = Rn et d1(x, y) = |y1−x1|+ ...+ |yn−xn|, alors d1 est une distance faible de Minkowski, sy-
métrique, non-dégénérée et finie sur Rn. Nous l’appellerons distance de Manhattan ou parfois distance
ℓ1 .

3. SoientX un espace vectoriel réel de dimension finie et φ : X → R une forme linéaire, alors dφ(x, y) =
max {0, ϕ(y − x)} est une distance faible de Minkowski finie, dégénérée et non symétrique.

4. En appliquant la remarque 1.3 à la distance euclidienne dEucl et ψ(t) = min{t, 1}, nous obtenons une
distance d′ = ψ ◦dEucl invariante par translation mais non projective, en effet, étant donnés x, y, z ∈ X

tels que y = tx+ (1− t)z et 0 < t < 1 si dEucl(x, y) > 1, nous avons,

d′(x, y) + d′(y, z) > 1 = d′(x, z)

ce qui montre qu’il n’est pas possible que d soit projective car l’inégalité est stricte.

La notion de géodésique est fondamentale en géométrie. Il est effectivement essentiel de comprendre ce qu’est
une "généralisation de ligne droite" dans une géométrie donnée. En géométrie riemannienne, une géodésique
est souvent vue comme une solution d’une équation différentielle. Dans le cadre des espaces métriques faibles,
il n’est pas question d’équation différentielle, l’espace topologique sur lequel nous travaillons n’est à priori
pas une variété, et nous ne pouvons que travailler avec la notion de continuité et les propriétés de la distance
faible. Il est donc nécessaire de donner une définition de géodésique métrique qui corresponde aux géodésiques
riemanniennes le cas échéant, mais qui soit plus générale afin de pouvoir être utilisée dans le contexte d’un
espace métrique faible.
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Définition 1.6. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe γ : [a, b] → X est
appelée géodésique métrique si pour tout t0 ∈ [a, b] il existe ε > 0 tel que si r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient
r < s < t, alors

d(γ(r), γ(s)) + d(γ(s), γ(t)) = d(γ(r), γ(t)).

Remarque 1.7. Dans [May41], H.Busemann et W.Mayer appellent les géodésiques métriques des "Hilbert
curves".

1.1.2 Normes de Minkowski faibles

Dans l’étude des métriques finslériennes faibles, nous aurons besoin de comprendre la métrique sur l’espace
tangent en un point d’une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible restreinte à l’espace tangent
en un point est une norme de Minkowski faible. Il est donc important de comprendre les normes faibles de
Minkowski avant d’introduire les métriques finslériennes faibles.

Remarque 1.8. • Sauf mention du contraire, les espaces vectoriels définis dans ce chapitre, sont réels et
de dimension finie.

• Par commodité, nous allons nous donner une structure euclidienne auxiliaire sur les espaces vectoriels
que nous considérons. Nous la noterons |.|.

Définition 1.9 (Norme faible de Minkowski). Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme
faible de Minkowski est une application F : X → [0,∞] telle que pour tout x, y ∈ X et λ > 0 nous avons

1. Positivité : F (0) = 0.

2. Homogénéité positive : F (λx) = λF (x).

3. Inégalité du triangle : F (x+ y) ≤ F (x) + F (y).

Un espace de Minkowski faible est un couple (X,F ) où F est une norme de Minkowski faible sur l’espace
vectoriel X . Nous demanderons souvent à la norme de Minkowski faible des propriétés supplémentaires, en
particuliers, nous dirons que F est

• Non-dégénérée si F (x) = 0 si et seulement si x = 0.
• Symétrique (ou réversible) si pour tout x ∈ X nous avons F (−x) = F (x).
• Finie si pour tout x ∈ X , nous avons F (x) <∞

Proposition 1.10. Soit d une distance de Minkowski faible sur un espace vectoriel réel X , alors la fonction
F : X → [0,∞] définie par F (x) = d(0, x) est une norme de Minkowski faible.

La preuve de cette proposition utilise la densité des nombres rationnels dans les entiers pour démontrer l’ho-
mogénéité de la norme de Minkowski faible donnée par F (x) = d(0, x). La démonstration précise se trouve
dans [Pap09, page 14]. L’importance de cette proposition réside dans le fait qu’une distance faible de Min-
kowski induit une norme faible de Minkowski. Inversement, nous pouvons construire une distance faible de
Minkowski à partir d’une norme faible de Minkowski sur un espace vectoriel en posant

d(x, y) = F (y − x).

Exemples. 1. En considérant la norme euclidienne F (x) =
√
x21 + ...+ x2n sur Rn, qui est en particuliers

une norme faible de Minkowski, la distance associée est la distance euclidienne.
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2. En considérant la norme F (x) = |x1|+...+|xn| sur Rn, la distance induite est la distance de Manhattan
et est une distance de Minkowski .

3. La fonction F : R → R donnée par

F (x) =

x si x ≥ 0

∞ si x < 0

est une norme de Minkowski faible sur R.

4. Considérons un cône convexe ouvert C ⊂ Rn de sommet 0, alors la fonction F : Rn → R donnée par

F (x) =


0 si x = 0

|x| si x ∈ C

∞ sinon,

où |.| est la norme euclidienne sur Rn, est une norme de Minkowski faible non symétrique.

5. Soit Ω ⊂ Rn un ensemble convexe ouvert et borné, contenant 0 dans son intérieur, alors pour tout
x, y ∈ Rn, nous définissons

dΩ(x, y) = λ

où λ > 0 est le réel positif tel que y − x ∈ λ∂Ω.

De telles métriques sont centrales dans cette thèse et sont le fondement de ce que nous appellerons le
"point de vue géométrie convexe". Le fait qu’une telle distance est effectivement une distance faible
(même une distance de Minkowski) sera démontré dans la section suivante.

6. Soit θ : Rn → R une forme linéaire. Alors l’application définie par F (v) = |θ(v)| est une norme de
Minkowski faible sur Rn.

7. Soit θ : Rn → R une forme linéaire. L’application définie par F (v) = max{0, |θ(v)|} est une norme
de Minkowski faible sur Rn.

8. Soient {θi : Rn → R}mi=0 un ensemble de formes linéaires. L’application F (v) =
∑m

i=0 |θi(v)| est une
norme de Minkowski faible sur Rn.

9. (Contre-exemple) Soient X un espace vectoriel et ||.|| : X → R une norme sur X , alors d(x, y) =

min {||y − x||, 1} est une distance qui est invariante par translation, mais qui n’est pas Minkowski car
elle n’est pas projective. En effet, en prenant ||z|| = 1 alors d(0, 2z) = 1 < 2 = d(0, z) + d(z, 2z).

10. (Contre-exemple) Comme dans l’exemple précédent mais en définissant ρα(x, y) = ||y−x||α, alors ρα
est une distance si et seulement si 0 < α ≤ 1. C’est une distance faible et invariante par translation,
mais qui n’est pas projective pour α < 1, donc ρα n’est pas une distance de Minkowski.

Nous allons maintenant décrire la régularité d’une norme de Minkowski faible. Pour ceci, nous allons étudier
comment la symétrie et la finitude des normes de Minkowski faibles vont influencer la régularité de ces
normes. Commençons par définir l’ensemble sur lequel une norme de Minkowski faible est finie. Cet ensemble
a une grande importance dans l’étude de la régularité des normes de Minkowski faibles, ce fait a été remarqué
dans [Pap09].
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Définition 1.11. SoientX un espace vectoriel de dimension finie et F : X → [0,∞] une norme de Minkowski
faible, alors l’ensemble de finitude de F est

DF = {x ∈ X | F (x) <∞} .

Le premier lemme décrit la structure de l’ensemble de finitude d’une norme de Minkowski.

Lemme 1.12. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F : X → [0,∞] une norme de Minkowski
faible.

1. L’ensemble de finitude DF est un cône convexe de sommet 0 ∈ X .

2. Si F est symétrique, alors l’ensemble de finitude DF est un sous-espace vectoriel de X .

Démonstration. 1. Il s’agit de montrer que pour tout x, y ∈ DF et tout λ, µ > 0, λx + µy ∈ DF , or
ceci provient directement de l’inégalité du triangle et de l’homogénéité positive de F . De plus, comme
F (0) = 0, le point 0 ∈ X est sommet du cône DF .

2. De la même manière que pour le point précédent, comme l’inégalité du triangle sur F pour deux points
x, y ∈ DF prouve que x+ y ∈ DF . De plus, comme F est symétrique, étant donné λ ∈ R et x ∈ DF ,
nous obtenons que F (λx) = |λ|F (x), donc λx ∈ DF et 0 ∈ DF , ce qui prouve que DF est un sous
espace vectoriel de X .

Il s’agit maintenant de comprendre la régularité d’une norme de Minkowski faible. Nous remarquons que les
sauts de la métrique se feront à la frontière entre DF et X \ DF , il est donc permis de penser que si une
norme de Minkowski faible est finie elle sera continue alors qu’une norme de Minkowski faible sans propriété
additionnelle ne le sera pas à la frontière de DF . Le lemme suivant éclaire cette intuition.

Lemme 1.13. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F : X → [0,∞] une norme de Minkowski
faible. Si l’ensemble de finitude DF de F est un espace vectoriel alors F est continue sur l’intérieur relatif de
DF .

Démonstration. Si DF est un espace vectoriel, nous pouvons prendre une base {ei} de DF et définir

C = max
i

(F (ei)− F (−ei)),

alors, étant donné x =
∑

i aiei ∈ DF , nous avons

F (x) ≤
∑
i

F (aiei) ≤ C
∑
i

|ai|.

Cette inégalité implique que si x ∈ DF tend vers 0, alors F (x) tend vers 0, alors, étant donné une suite
(xn)n∈N ⊂ DF telle que limn→∞ xn = a, nous obtenons

F (a) = lim
n→∞

F (a− xn + xn) ≤ lim
n→∞

F (a− xn) + F (xn) = lim
n→∞

F (xn)
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et
lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

F (a+ (xn − a)) ≤ lim
n→∞

F (a) + F (xn − a) = F (a),

ce qui prouve le lemme.

Remarque 1.14. Plus généralement, il est vrai que toute norme de Minkowski faible est continue sur son
ensemble de finitude. Nous n’en donnons pas la preuve ici, mais nous pouvons la trouver dans [Web94, page
224].

Définition 1.15. Étant donné un espace de Minkowski (X,F ), nous appelons boule unité de F l’ensemble

ΩF = {x ∈ X | F (x) < 1}

et boule unité rétrograde l’ensemble

Ωr
F = {x ∈ X | F (−x) < 1} .

Remarque 1.16. Si F est une métrique symétrique, nous avons ΩF = Ωr
F , de plus, si F est dégénérées, ΩF

est non compacte, et si F n’est pas finie, 0 appartient à la frontière de la boule.

Proposition 1.17. Soit F une norme de Minkowski faible sur un espace vectoriel de dimension finie X , alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est finie ;

2. F est continue ;

3. ΩF est ouvert ;

4. 0 est un point intérieur de ΩF

Démonstration. L’implication 1.⇒ 2. provient du lemme 1.13 et les implications 2.⇒ 3.⇒ 4. sont triviales.
Pour prouver que 4.⇒ 1., supposons que F n’est pas finie, alors il existe un x ∈ X tel que F (x) = ∞, mais
alors F (tx) = ∞ pout tout t > 0 par homogénéité. En particuliers, tx /∈ ΩF pour tout t > 0, et donc 0 ne
peut pas être contenu dans l’intérieur de ΩF .

Nous remarquons que la convexité de la boule unité est équivalente à l’inégalité du triangle pour la norme de
Minkowski faible. Ceci et l’homogénéité positive permettent de construire une norme de Minkowski faible
sur un espace vectoriel, en partant d’un convexe contenant l’origine dans son adhérence.

Définition 1.18 (Jauge de Minkowski). Soient X un espace vectoriel réel et Ω ⊆ X un ensemble étoilé par
rapport à l’origine 0 ∈ X . La jauge de Minkowski de Ω est la fonctionnelle FΩ : X → [0,∞] donnée par

FΩ(x) = inf {t > 0 | x ∈ tΩ} .

Le lemme suivant dit que toute norme de Minkowski faible et finie sur un espace vectoriel réel de dimension
finie est bilipschitz à n’importe quelle norme finie sur cet espace.
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Lemme 1.19. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F une norme de Minkowski faible finie
non-dégénérée surX et |.| une norme finie surX (la norme euclidienne par exemple), alors il existe C1, C2 >

0 tel que pour tout v ∈ X nous avons

1

C1
|v| ≤ F (v) ≤ C2|v|.

Démonstration. Comme F est continue et comme la sphère euclidienne est compacte dans X , pour tout point
v de la sphère, il existe C1, C2 > 0 tels que 1

C1
≤ F (v) ≤ C2. Le lemme s’ensuit car F est homogène.

Remarque 1.20. Si la norme de Minkowski faible est finie mais possiblement dégénérée surX , nous obtenons
tout de même qu’elle est Lipschitz par rapport à toute autre norme sur l’espace vectoriel X , avec la même
preuve que celle du lemme 1.19, mais sans borne inférieure positive.

Proposition 1.21. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F une norme de Minkowski faible
sur X et Ω ⊆ X un convexe contenant 0 ∈ X . Notons FΩ la jauge de Minkowski de Ω et ΩF la boule unité
pour F . Nous avons alors

1. La jauge de Minkowski FΩ est une norme de Minkowski faible et si 0 est dans l’intérieur relatif de Ω,
alors {x ∈ X | F (x) ≤ 1} = Ω.

2. Si Ω est ouvert, alors Ω = ΩFΩ
.

Démonstration. Montrons que la jauge de Minkowski de Ω est une norme de Minkowski faible. Soient x, y ∈
X et λ > 0.

1. • FΩ(0) = inf {t > 0 | 0 ∈ tΩ}, or Ω contient 0, donc FΩ(0) = 0.
• Pour λ > 0, nous avons

FΩ(λx) = inf {t > 0 | λx ∈ tΩ}

= inf

{
t > 0 | x ∈ t

λ
Ω

}
= inf {λs > 0 | x ∈ sΩ}

= λ inf {s > 0 | x ∈ sΩ} = λFΩ(x)

où on a posé s = t
λ .

• Comme Ω est convexe, nous avons que pour s, t > 0, si x
s ∈ Ω et y

t ∈ Ω, alors

x+ y

s+ t
=
sxs + tyt
s+ t

∈ Ω.

Ceci implique que si FΩ(x) < s et FΩ(y) < t, alors FΩ(x+ y) < s+ t, ce qui est équivalent à dire
F (x+ y) ≤ F (x) + F (y).
Nous avons donc prouvé que FΩ est une norme de Minkowski faible.

• Montrons que {x ∈ X | F (x) ≤ 1} = Ω.
Soit x ∈ {x ∈ X | F (x) ≤ 1}, alors FΩ(x) ≤ 1 et donc tx ∈ Ω pour tout 0 < t < 1, ce qui implique
que x ∈ Ω.
Pour montrer que Ω ⊂ {x ∈ X | F (x) ≤ 1}, nous utilisons la continuité de la norme de Minkowski
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faible FΩ sur son ensemble de finitude. En effet, comme 0 est dans l’intérieur relatif de Ω, FΩ < ∞,
alors nous avons que Ω ⊂ {x ∈ X | F (x) ≤ 1} car FΩ n’a pas de discontinuité sur ∂Ω.

2. Supposons maintenant que Ω est ouvert, alors FΩ est continue par le lemme 1.17 et nous obtenons alors
directement Ω = ΩF .

Exemples. Nous allons donner un exemple où Ω ̸= {x ∈ X | F (x) ≤ 1}.
Considérons

Ω =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y > 0

}
∪ {(0, 0)},

cet ensemble est convexe et

Ω =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0

}
,

et en considérant FΩ, alors FΩ(x, y) = ∞ si y ≤ 0, donc

{
(x, y) ∈ R2 | F (x, y) ≤ 1

}
=
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0

}
∪ {(0, 0)}

car FΩ(x, y) = ∞ si y ≤ 0, donc Ω ̸= {x ∈ X | F (x) ≤ 1}.

1.2 Espaces de longueur et métriques finslériennes faibles.

1.2.1 Espaces de longueur

Dans cette section, nous définirons d’abord de façon très générale ce qu’est une structure de longueur sur un
espace topologique, et les différentes propriétés d’un tel espace. Nous introduirons ensuite le cas particuliers
d’espace muni d’une structure de longueur que sont les variétés finslériennes faibles. Cette section s’inspire
de [Gro81], de [Iva01], de [Pap09] et de [BCS00].

Terminologie. Pour cette définition, nous appellerons courbe constante toute courbe c : [a, b] → X telle que
c(t) = x0 ∈ X pour tout t ∈ [a, b] et courbe triviale toute courbe τ : {a} → X telle que τ(a) = x0.

Définition 1.22. (Structure de longueur)
Soit X un espace topologique. Une structure de longueur sur X est la donnée d’un couple (Γ, ℓ), où Γ est une
classe de courbes admissibles qui est un sous-ensemble de toutes les courbes continues γ : I → X (où I ⊆ R
est un intervalle) et ℓ : Γ → R+ ∪ {∞} est une fonctionnelle longueur tels que :
La classe de courbes Γ satisfait :

(i) Γ contient les courbes constantes et est fermée pour les restrictions. C’est à dire, si γ : [a, b] → X est
une courbe admissible et a ≤ c ≤ d ≤ b, alors la restriction γ|[c,d] est aussi une courbe admissible.

(ii) Γ est fermée pour la concaténation de courbes : Si γ : [a, b] → X est une courbe telle que les restrictions
γ|[a,c] et γ|[c,b] sont des courbes admissibles, alors γ est une courbe admissible.

(iii) Γ est fermée pour les reparamétrisations : Si γ : [a, b] → X est une courbe admissible et ϕ : [c, d] →
[a, b] est un homéomorphisme (appelé reparamétrisation), alors γ ◦ ϕ : [c, d] → X est aussi une courbe
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admissible. (Il est possible que la classe d’homéomorphisme soit restreint, par exemple aux homéomor-
phismes croissants)

La fonctionnelle longueur satisfait :

(i) La longueur d’une courbe constante est toujours nulle.

(ii) La fonctionnelle longueur ℓ est additive : ℓ(γ|[a,b]) = ℓ(γ|[a,c]) + ℓ(γ|[c,b]) pour tout c ∈ [a, b].

(iii) Pour une courbe γ : [a, b] → X de longueur finie, la longueur ℓ(γ|[a,t]) dépend continûment du para-
mètre t ∈ [a, b].

(iv) La longueur est invariante par reparamétrisation croissante : ℓ(γ◦ϕ) = ℓ(γ) pour toute reparamétrisation
croissante ϕ.

Remarque 1.23. • Étant donné une structure de longueur (Γ, ℓ) sur un espace topologique X , nous avons
supposé que la longueur des courbes constantes est nulle, toutefois il est possible de le démontrer, en
supposant que la classe de courbes que nous considérons ne contient que des courbes de longueur finie.
Si nous définissons la courbe c : [a, b] → X par c(t) = x0 ∈ X pour tout t, alors, par l’axiome
d’additivité de la longueur :

ℓ(c) = ℓ(c
∣∣
[a,b]

) = ℓ(c
∣∣
[a,d]

) + ℓ(c
∣∣
[d,b]

) = ℓ(c̃) + ℓ(c̄)

où c̃ et c̄ sont des reparamétrisations de c, mais alors le fait que la longueur soit invariante par repara-
métrisation implique ℓ(c) = ℓ(c) + ℓ(c) et si nous supposons que ℓ(c) <∞, nous avons ℓ(c) = 0.

• De même, les courbes triviales sont forcément dans Γ , car si γ : [a, b] → X est une courbe admissible,
alors, par l’axiome de restriction, γ

∣∣
[a,a]

= γ
∣∣
{a} appartient à Γ. De plus si nous considérons que

ℓ(γ) <∞ pour tout γ, la longueur de la courbe triviale est nulle par l’additivité de la longueur, en effets

ℓ(γ) = ℓ(γ
∣∣
{a}) + ℓ(γ

∣∣
[a,b]

) = ℓ(γ
∣∣
{a}) + ℓ(γ)

ce qui force ℓ(γ
∣∣
{a}) = 0.

Étant donné un espace topologique X muni d’une structure de longueur, nous pouvons alors définir une
distance sur X à partir de cette longueur :

Lemme 1.24. Soient X un espace topologique, Γ une classe de courbes admissibles et ℓ une fonctionnelle
longueur sur X , alors la fonctionnelle dℓ : X ×X → R+ définie par

dℓ(x, y) = inf
γ∈Γ

ℓ(γ)

est une distance faible sur X qu’on appelle la distance induite par ℓ ou distance intrinsèque .

Démonstration. Le fait que dℓ(x, x) = 0 provient du fait que la courbe la plus courte entre un point x et
lui-même est la courbe constante égale à x, et l’inégalité du triangle vient de l’additivité de la longueur et du
fait que l’infimum d’une somme est plus petit que la somme des deux infimums, en effets pour x, y, z ∈ X ,

dℓ(x, y) + dℓ(y, z) = inf
γ1∈Γxy

ℓ(γ1) + inf
γ2∈Γyz

ℓ(γ2) ≥ inf
γ∈Γxz

ℓ(γ) = dℓ(x, z)
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où, pour x, y ∈ X , nous avons noté Γxy = {(γ : [a, b] → X) ∈ Γ | γ(a) = x, γ(b) = y}.

Définition 1.25. Une distance intrinsèque est une distance provenant d’une structure de longueurs.

Donnons des exemples de structures de longueur sur un espace topologique.

Exemples. 1. Considérer Rn muni d’une norme quelconque ||.||, alors l’ensemble des courbes continû-
ment dérivables par morceaux et ℓ(γ) :=

∫ b
a ||γ̇(t)||dt forment une structure de longueur sur Rn.

2. Soit (M, g) une variété riemannienne, alors l’ensemble des courbes continûment dérivables par mor-
ceaux sur M et la longueur donnée par ℓ(γ) =

∫ b
a gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt défini une structure de longueur

sur M .

3. Considérer l’espace euclidien Rn muni de la longueur euclidienne des chemins. Poser que les chemins
admissibles sont les courbe polygonales dont les cotés sont parallèles à un des axes de coordonnées.
Cette structure de longueur est différente de la structure euclidienne, pour laquelle, la classe des courbes
admissibles est bien plus grande (les courbes continûment dérivables). Ceci est une autre façon de définir
la distance de Manhattan, en prenant l’infimum des longueurs des courbes admissibles entre deux points.
Pour illustrer la différence entre cette structure de longueur et la structure euclidienne, nous pouvons
considérer les points (0, 0), (1, 1) ∈ R2 et en calculer leurs distance de Manhattan. Ici, toute courbe
polygonale dont chaque coté est soit parallèle à l’axe Ox, soit parallèle à l’axe Oy et joignant (0, 0) à
(1, 1) est de longueur plus grande ou égale à 2. La distance de Manhattan entre (0, 0) et (1, 1) est donc
2, alors que la distance euclidienne entre ces deux points est

√
2.

Remarque 1.26. En regardant les exemples précédents, nous remarquons que le choix de la classe de courbes
admissible influence la géométrie de l’espace. Excepté des cas particuliers, nous allons préférer utiliser des
fonctionnelles longueurs différentes plutôt que d’influer sur la classe de courbes admissibles. Dans un premier
lieu, il semble naturel d’utiliser la classe des courbes continues, toutefois les courbes continues peuvent être
non rectifiables, c’est pourquoi nous préférons souvent la classe des courbes Lipschitz , c’est à dire, les courbes
γ : [a, b] → X telles que d(γ(t), γ(t′)) ≤ C|t− t′|, pour tout t, t′ ∈ [a, b] et C > 0 une constante positive.

Il s’agit toutefois de noter que la définition de structure de longueur inclu les variétés sous-Riemanniennes et
sous-Finslériennes, telles que décrites dans [LD21] ou [ABB19].

Définition 1.27. (Longueur intrinsèque)
• Soient (X, d) un espace métrique faible et γ : [a, b] → X une courbe continue. Nous définissons la

longueur intrinsèque de γ par :

ℓ(γ) = sup
n−1∑
i=0

d(γ(ti), γ(ti+1))

où le supremum est pris sur les partitions a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b de [a, b].
• Une courbe γ : [a, b] → X est dite rectifiable pour la distance faible d si ℓ(γ) <∞.

Nous pouvons donc définir une longueur intrinsèque qui ensuite pourra nous redonner une distance en pre-
nant l’infimum de cette fonctionnelle longueur entre deux points. En effet, la longueur intrinsèque induit une
structure de longueur associée à une distance. Il est donc légitime de se demander sous quelles conditions on
a l’égalité dℓ = d.
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Proposition 1.28. La longueur intrinsèque est idempotente, c’est à dire, étant donné (X, d) un espace mé-
trique faible, alors si γ est une courbe rectifiable dans (X, d), nous obtenons

ℓ(γ) = Ldℓ(γ)

où Ldℓ = sup
∑n−1

i=0 dℓ(γ(ti), γ(ti+1)) est la métrique intrinsèque engendrée par dℓ.

Démonstration. L’inégalité Ldℓ(γ) ≥ ℓ(γ) est triviale car la longueur d’une courbe dans X ne sera jamais
plus courte que la distance entre ses extrémités. Afin de prouver l’autre inégalité, soit γ : [a, b] → X une
courbe rectifiable et {ti} une partition de [a, b]. On remarque que dℓ(γ(ti), γ(ti+1)) ≤ ℓ(γ|[ti,ti+1]), car la
partie de gauche de cette expression est l’infimum des longueurs Ld de courbes entre γ(ti) et γ(ti+1), et est
donc plus petit que ℓ(γ|[ti,ti+1]). On obtient alors

n−1∑
i=0

dℓ(γ(ti), γ(ti+1)) ≤ ℓ(γ)

et comme γ est arbitraire, nous avons prouvé la proposition.

Cette proposition montre qu’étant donné un distance faible, rien ne sert de passer à la longueur intrinsèque
plus qu’une fois car nous retrouverons toujours la même fonctionnelle de longueur. Étant donné un espace
métrique faible (X, d), il est également légitime de se demander sous quelle condition dℓ = d. La proposition
suivante répond à la question :

Proposition 1.29. Soit (X, d) un espace métrique faible. Si d est une distance intrinsèque, alors

dℓ = d

où dℓ(x, y) = inf
(
sup

∑n−1
i=0 d(γ(ti), γ(ti+1))

)
avec le supremum portant sur les partitions de γ et l’infimum

portant sur les courbes γ de x à y.

Démonstration. Par définition, comme d est une distance intrinsèque, il existe l, une fonctionnelle longueur
telle que d = dl. Considérer ℓ la longueur induite par d. Nous constatons d’abord que pour toute courbe
rectifiable γ, nous avons ℓ(γ) ≤ l(γ) pour la même raison que dans la proposition 1.28. De plus, clairement
une fonctionnelle longueur plus petite induit une distance plus petite, donc dℓ ≤ d. De plus nous avons déjà
trivialement que dℓ ≥ d, ce qui prouve la proposition.

Étant donné que nous travaillons actuellement sur des espaces pour lesquels la longueur des courbes est bien
définie, il fait sens de se poser à nouveau la question de ce qu’est une géodésique dans ce type d’espace. En
géométrie riemannienne, une géodésique est aussi la solution d’un problème d’optimisation d’un lagrangien
dépendant de la métrique riemannienne. Dans le cas général d’un espace de longueur, nous ne pouvons pas
faire de calcul différentiel afin d’optimiser la fonctionnelle longueur afin de trouver les courbes minimisant
localement la longueur.

Définition 1.30. (Courbe minimisante) Soit X un espace topologique muni d’une structure de longueur

43



1.2. ESPACES DE LONGUEUR ET MÉTRIQUES FINSLÉRIENNES FAIBLES.

• Une courbe admissible γ : [a, b] → X est une courbe minimisantes si pour tout s, t ∈ [a, b]

dℓ(γ(s), γ(t)) = ℓ(γ|[s,t]).

• Une courbe admissible γ : [a, b] → M est une courbe localement minimisante si pour tout t ∈ [a, b], il
existe ε > 0 tel que γ est minimisante sur [t− ε, t+ ε].

1.2.2 Métriques finslériennes faibles

Les métriques finslériennes sont le sujet principal de cette thèse. En 1918, Paul Finsler défend sa thèse à l’uni-
versité de Göttingen en apportant une généralisation des espaces de Riemann, appelés actuellement variétés
riemanniennes. La géométrie riemannienne donne un produit scalaire sur chaque fibre du fibré tangent comme
objet fondamental permettant de faire de la géométrie, c’est ce qui est appelé une métrique riemannienne. Le
fibré tangent étant équippé d’une métrique riemannienne, il est alors possible de définir des angles entre les
vecteurs tangents, des longueurs de vecteurs et donc des longueurs de courbes (en intégrant la norme de la
vitesse de ces dernières) ou une forme volume canonique. Une métrique riemannienne est donc un outil per-
mettant de faire de la géométrie sur n’importe quelle variété différentiable (on rappelle que n’importe quelle
variété différentiable peut être équipée d’une métrique riemannienne [GHL04]). L’idée de Paul Finsler est
de considérer chaque fibre du fibré tangent comme un espace vectoriel normé, généralisant l’idée de base de
la géométrie riemannienne. En considérant une norme sur chaque espace tangent, on peut alors aussi définir
une longueur de courbes en intégrant la norme de la vitesse, toutefois il n’est plus possible de parler d’angle
entre des vecteurs tangents et il n’existe plus de forme volume définie de manière canonique. La dénomination
"espaces de Finsler" nous vient de Elie Cartan [Car34], en 1934. L’intérêt d’étudier la géométrie finslerienne
est multiple, il arrive fréquemment que des métriques finslériennes apparaissent naturellement dans divers
domaines de la mathématique, comme en théorie de Teichmüller, en géométrie métrique ou dans des pro-
blèmes de géométrie systolique, comme nous verrons dans cette thèse. La définition habituelle de métrique
finslérienne demande à la métrique de satisfaire aux propriétés habituelles d’une norme, comme la symétrie et
l’homogénéité et également d’être très régulière sur le fibré tangent. Ici, nous allons relâcher ces hypothèses
afin de définir une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable.

Définition 1.31. (Métrique finslérienne faible) Soit M une variété différentiable. Une métrique finslérienne
faible surM est une fonctionF : TM → [0,∞] semi-continue supérieurement (i.e. {(x, v) ∈ TM | F (x, v) < r}
est un ouvert de TpM pour tout r ∈ R) et telle que pour tout point x ∈ M , la restriction Fx = F (x,−) =

F |TxM est une norme de Minkowski faible sut TxM .

Une variété finslérienne faible est un couple (M,F ) où M est une variété différentiable et F est une métrique
finslérienne faible. Selon le contexte, nous demanderons que la métrique finslérienne faible aie des propriétés
supplémentaires, en particuliers, nous dirons qu’une métrique finslérienne faible F sur M est

• Non-dégénérée si F (x, v) = 0 si et seulement si v = 0 ∈ TxM .
• Symétrique (ou réversible) si F (x,−v) = F (x, v) pour tout x ∈M et v ∈ TxM .
• Finie si F (x, v) <∞ pour tout (x, v) ∈ TM .
• Fortement convexe si elle est de classe C3 sur le fibré tangent non-nul TM0 = TM\ {0} et si pour tout
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(x, v) ∈ TM0, la hessienne verticale de F 2

gx,v(ξ1, ξ2) =
1

2

∂2

∂u1∂u2
|u1=u2=0F

2(x, v + u1ξ1 + u2ξ2) (1.3)

est définie positive. La forme bilinéaire (1.3) est appelée le tenseur fondamental de la métrique finslé-
rienne F .

Remarque 1.32. Nous remarquons ici que l’espace tangent en un point d’une variété finslérienne faible est un
espace de Minkowski faible héritant des mêmes propriétés que la métrique finslérienne (c’est à dire que par
exemple, si la métrique finslérienne faible F : TM → [0,∞] est symétrique, alors l’espace de Minkowski
faible (TxM,F (x,−)) est symétrique pour tout x ∈M ).

Étant donnée une métrique finslérienne faible, on définit sa boule unité et son indicatrice de la manière sui-
vante :

Définition 1.33. Soit (M,F ) une variété finslérienne, alors la boule unité de F en x ∈M est

ΩF
x = {v ∈ TxM | F (x, v) < 1}

et l’indicatrice de F est IF
x = ∂ΩF

x .

Étant donnée une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable M , nous pouvons construire une
structure de longueur sur M puis en faire un espace métrique faible.

Proposition 1.34. Soient (M,F ) une variété finslérienne faible et Γ la classe des courbes continûment diffé-
rentiables par morceaux sur M , alors

1. La fonctionnelle ℓF : Γ → [0,∞] définie par

ℓF (γ) =

∫ b

a
F (γ(t), γ̇(t))dt

induit une structure de longueur sur M que nous appelons longueur finslérienne.

2. La fonction dF :M ×M → [0,∞] définie par

dF (x, y) = inf
γ∈Γ

ℓF (γ)

fait de (M,dF ) un espace métrique faible.

Démonstration. 1. Montrons que ℓF satisfait aux hypothèses d’une fonctionnelle longueur.
• Additivité : Provient de l’additivité de l’intégrale.
• Continuité : Si γ : [a, b] → M une courbe continûment différentiable de longueur finie, alors la

fonction t 7→ F (γ(t), γ̇(t)) est semi-continue supérieurement, en particulier elle mesurable. De
plus elle est intégrable puisque la longueur de γ est supposée finie. Par conséquent la fonction
t 7→ ℓF (γ|[a,t]) =

∫ t
0 F (γ(τ), γ̇(τ))dτ est absolument continue 1, et donc elle est uniformément

continue.

1. On sait que l’intégrale d’une fonction intégrable d’une variable est absolument continue, voir par exemple [KF75, p. 338–339].
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• Reparamétrisation : Ce désuit de la formule de changement de variable de la théorie de l’intégration.

2. Étant donnée que ℓF est une structure de longueur, par la proposition 1.24, dF est une distance faible.

Exemples. 1. Tout espace de Minkowski faible (X,F ) est une variété finslérienne faible dont la métrique
finslérienne est indépendante de x ∈ X (i.e. constante).

2. Toute variété riemannienne (M, g) est une variété finslérienne fortement convexe, non-dégénérée, sy-
métrique et finie. La métrique finslérienne est donnée par F (x, v) =

√
gx(v, v).

3. Si (M, g) est une variété riemannienne et ω est une 1-forme différentielle sur M , alors F (x, v) =√
gx(v, v) + max{ωx(v), 0} est une métrique finslérienne faible sur M .

4. Si F1 et F2 sont deux métriques finslériennes faibles sur M , alors max{F1, F2} et F1 + F2 sont aussi
des métriques finslériennes faibles.

5. (Transformée de Zermelo) Soit F une structure finslérienne faible sur une variété M dont la boule unité
dans l’espace tangent est Ω ⊂ TM . Considérer un champ de vecteurs continu Z : M → TM tel
que F (x, Z(x)) < 1, alors nous pouvons définir une nouvelle structure finslérienne faible sur M en
translatant la boule unité pour F par le champ de vecteur Z. La nouvelle boule unité est alors

ΩZ = {(x, v) ∈ TM | v ∈ (Ωx − Z(x))} .

Ceci permet alors de définir la métrique

FZ(x, v) = inf

{
t > 0 | 1

t
v ∈ ΩZ

}
et cette métrique, pour v ̸= 0, satisfait

F

(
x,

v

FZ(x, v)
+ Z(x)

)
= 1.

C’est une métrique finslérienne faible que nous appellerons transformée de Zermelo de F respective-
ment au champ de vecteurs Z.

6. Soient {θi : Rn → R}mi=0 un ensemble de formes linéaires et {hi : R → R}mi=0 un ensemble de fonc-
tions positives et semi-continues supérieurement. La fonctionnelle F : Rn → R donnée par

F (x, v) =
m∑
i=0

hi(x)|θi(v)|

est une métrique finslérienne faible. Nous utiliserons une telle métrique dans le chapitre 6.

Volume de Holmes-Thompson

En géométrie Finslerienne, il existe plusieurs notions naturelles de volume. Dans cette thèse, nous travaillerons
avec le volume de Holmes-Thompson car il est particulièrement adapté aux questions reliant le volume total
d’une variété aux géodésiques, ce qui sera fait dans le chapitre 6.
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Définition 1.35. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de dimension n. Soit B la boule unité pour F
et soit B⋆ = {θ ∈ T ∗M | θ(v) ≤ 1 pour tout v ∈ B} ⊂ T ∗M la co-boule unité, alors pour tout borélien
A ⊂M , le volume de Holmes-Thompson de A est donné par

VolHT(A) =
1

ωn

∫
⋃

x∈A B∗
x

dL

où L est la mesure de symplectique sur T ∗M et ωn le volume standard de la boule unité euclidienne.

Nous ne démontrons pas de résultats particuliers sur le volume de Holmes-Thompson. Nous n’utiliserons le
volume de Holmes-Thompson que dans le chapitre 6 et il n’est pas nécessaire de s’attarder sur les propriétés
de ce volume pour ce chapitre. Nous allons donner ici que quelques exemples de calcul du volume dans des
cas simples qui pourront être repris dans le chapitre 6.

Exemples. 1. Considérer l’espace euclidien Rn, alors la métrique euclidienne peut être vue comme une
métrique de Minkowski. Le calcul du volume de la boule unité euclidienne nous donne alors

VolHT(B) =
1

ωn
Vol(B)Vol(B∗) = ωn.

2. Considérer R2 muni de la métrique de Manhattan, alors le volume de la boule unité

U =
{
(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1

}
est donné par

VolHT(U) =
1

π
Vol(U)Vol(U∗) =

8

π

car le volume standart de U est 2 et le volume standart de U∗ =
{
(x, y) ∈ R2 | max{|x|, |y|} ≤ 1

}
vaut 4.

3. Nous remarquons que le volume de Holmes-Thompson de la boule et le volume de Holmes-Thompson
de la co-boule sont égaux sur un espace de Minkowski.

1.2.3 Différents points de vue sur la géométrie finslérienne

Nous allons maintenant voir différents points de vue possibles sur ce qu’est une métrique finslérienne. Certains
de ces points de vue seront plus analytiques, et d’autres seront plus synthétiques, mais tous seront équivalents
à la donnée abstraite d’une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable M .

Géométrie convexe

Le premier de ces points de vue est ce que nous appellerons le point de vue "géométrie convexe". Ce point de
vue est intéressant car il permet de lier des résultats de géométrie convexe à la géométrie finslérienne, via la
boule unité de la métrique.

Définition 1.36 (Champ d’ouverts). Soit M une variété différentiable.
• Un champ d’ouverts sur M est la donnée d’un sous-ensemble ouvert Ω ⊂ TM contenant la section

nulle.
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• Un champ d’ouverts étoilés autour de l’origine est un champ d’ouverts Ω ⊂ TM contenant la section
nulle et tel que chaque Ωx est étoilé autour de 0 ∈ TxM . Un champ de convexes est un champ d’ouverts
dont chaque Ωx est convexe.

Remarque 1.37. La donnée d’un champ de convexes sur une variété différentiable est équivalente à la donnée
d’une métrique finslérienne faible. Ceci est une approche synthétique, car l’étude des convexes permettra de
déduire les propriétés de la métrique et inversement. Par exemple, si les convexes du champ de convexes sont
symétriques par rapport à 0 ∈ TxM , alors la métrique sera une métrique symétrique.

Proposition 1.38. [PT09] Soit M une variété différentiable, alors la donnée d’un champ de convexes Ω ⊂
TM est équivalente à la donnée d’une métrique finslérienne faible F sur M .

Démonstration. Étant donné un champ de convexes Ω ⊂ TM , on définit une fonction FΩ : TM → R par

FΩ(x, v) = FΩx(v) = inf {t > 0 | v ∈ tΩx} .

Clairement, FΩx est une norme de Minkowski faible sur TxM ; montrons que FΩ est semi-continue supérieu-
rement. Par définition, Ω ⊂ TM est ouvert, et Ω = {(x, v) ∈ TM | FΩ(x, v) < 1}. Nous remarquons que
pour tout t > 0, l’ensemble {(x, v) ∈ TM | FΩ(x, v) < t} est soit vide (lorsque t ≤ 0) soit homéomorphe à
Ω (pour t > 0). Par conséquent, tous les ensembles de sous-niveau de FΩ sont ouverts, ce qui implique que
FΩ est semi-continue supérieurement. Nous avons montré que FΩ ainsi défini, est une métrique finslérienne
faible sur M .

Inversement, étant donné une métrique finslérienne F : TM → R sur une variété M , on note

Ωx = {v ∈ TxM | F (x, v) < 1}

la boule unité pour F dans TxM . Cet ensemble est un convexe de TxM car Fx est une norme de Minkowski.
De plus Ω = ∪x∈MΩx ⊂ TM est ouvert car F est est semi-continue supérieurement. Cela démontre que Ω

est un champ d’ouvert convexes sur M .

Cette proposition permet d’utiliser des notions de la géométrie convexe en géométrie finslérienne.

Exemples. 1. (Métrique de Funk) Soit U ⊆ Rn un convexe ouvert. On définit la métrique de Funk F :

TU → [0,∞[ par

F (x, v) = inf {t > 0 | v ∈ tU − x} = inf
{
t > 0 | (x+

v

t
) ∈ U

}
.

Le champ de convexes de la métrique de Funk est

Ω = {(x, v) ∈ TU | v ∈ (U − x)} .

Nous remarquons que cette métrique finslérienne faible n’est pas symétrique et que ses autres propriétés
dépendent de la forme du convexe U . Cette métrique finslérienne faible s’appelle la métrique de Funk.
On remarque que si le convexe U contient l’origine, la métrique de Funk est un cas particulier de
transformée de Zermelo, en effet, en considérant le champ de vecteurs dans U donné par Z(x) =
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−→
0x, et en prenant la transformée de Zermelo de la métrique finslérienne faible donnée par la jauge de
Minkowski de U , nous avons obtenu la métrique de Funk sur U .

2. (Métrique de Hilbert) Étant donné un convexe U ⊂ Rn, la symétrisation de la métrique de Funk F du
convexe, donnée par

H(x, v) =
1

2
(F (x, v) + F (x,−v))

est appelée la métrique de Hilbert.
Les métriques de Funk et de Hilbert sont projectives.

Dérivée métrique

Étant donné un espace métrique faible (X, d) il est légitime de se demander si la distance est intrinsèque,
et même, plus précisément, si elle est finslérienne. Dans [May41], Busemann et Mayer donnent une réponse
partielle à cette question, que Sergei Ivanov, dans [Iva08], généralise au cas d’une métrique finslérienne faible
symétrique. Pour trouver une distance à partir d’une métrique finslérienne, nous procédons à une intégration,
intuitivement, il parait donc légitime de procéder à une opération de type "différenciation" pour retrouver la
métrique finslérienne d’où provient la distance. Cette opération s’appelle la dérivée métrique . Toutefois, afin
d’obtenir une définition consistante de dérivée métrique, il nous faut restreindre la classe des distances faibles
et des courbes étudiées.

Définition 1.39. (i) Une courbe Lipschitz est une courbe γ : [a, b] → U sur une carte U d’un variété
différentiable M telle que, pour tout t, t′ ∈ [a, b],

driem(γ(t), γ(t′)) ≤ C|t′ − t|

où driem est une distance riemannienne auxiliaire sur U et C > 0.

Remarque 1.40. Le choix de la métrique riemannienne auxiliaire n’est pas important ici car en prenant
t, t′ suffisamment proches, nous avons, par l’uniforme continuité de γ sur le compact [a, b] que γ(t) et
γ(t′) sont assez proches et nous savons que toutes les métriques riemanniennes sont localement Lipschitz
les unes par rapport aux autres.

(ii) Une distance faible d sur une variété M est dite Lipschitz si elle est localement Lipschitz respectivement
à une distance riemannienne auxiliaire surM . C’est à dire : Pour tout point x ∈M il existe un voisinage
x ∈ U ⊂M et une constante C > 0 telle que

d(x, y) ≤ Cdriem(x, y)

pour tout x, y ∈ U .

Remarque 1.41. Noter qu’une distance Riemannienne est toujours localement bilipschitz à la métrique Eucli-
dienne dans une carte, donc nous pouvons noter, dans une carte locale

d(x, y) ≤ C|y − x|.
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Remarque 1.42. Il existe des distances faibles qui ne sont pas localement Lipschitz. Par exemple sur Rn

munie de la norme euclidienne |.|, étant donné 0 < α < 1, poser dα(x, y) = |y − x|α, si dα était Lipschitz,
on aurait alors |y − x|α ≤ C|y − x| et alors |y − x|α−1 ≤ C. Or α − 1 < 0, donc si x tend vers y, alors
|y − x|α−1 tend vers l’infini, nous obtenons donc une contradiction, dα ne peut pas être Lipschitz.

Définition 1.43. (Dérivée métrique) Soient M une variété différentiable, d : M ×M → R+ une distance
faible et finie, x ∈M et v ∈ TxM . La dérivée métrique de d en x est donnée par la formule suivante :

Fd(x, v) := lim sup
t→0

d(γ(0), γ(t))

|t|

où γ : [0, ℓ] →M est une courbe paramétrée naturellement et telle que γ(0) = x et γ̇(0) = v (nous disons ici
que la courbe γ représente l’élément (x, v) ∈ TM ).

Le lemme suivant montre que la notion de dérivée métrique ne dépend pas du choix de la courbe représentant
l’élément (x, v) ∈ TM .

Lemme 1.44. Soit d une distance Lipschitz sur une variété différentiable M et soient γ1 et γ2 deux courbes
différentiables en 0 et telles que γ1(0) = γ2(0) et γ̇1(0) = γ̇2(0), alors

lim sup
t→0

d(γ1(0), γ1(t))

|t|
= lim sup

t→0

d(γ2(0), γ2(t))

|t|
.

Démonstration. Nous avons, par les inégalités du triangle inverses (remarque 1.2) nous obtenons :∣∣∣∣lim sup
t→0

d(γ1(0), γ1(t))

|t|
− lim sup

t→0

d(γ2(0), γ2(t))

|t|

∣∣∣∣ ≤ lim sup
t→0

max {d(γ2(t), γ1(t)), d(γ1(t), γ2(t))}
|t|

.

De plus, comme d est Lipschitz et γ̇1(0) = γ̇2(0), il existe une constante C > 0 telle que

d(γ1(t), γ2(t)) ≤ Cdriem(γ2(t), γ1(t)) = Cdriem(γ1(t), γ2(t)) = o(|t|) t→ 0

et
d(γ2(t), γ1(t)) ≤ Cdriem(γ1(t), γ2(t)) = o(|t|) t→ 0

car la métrique riemannienne auxiliaire est symétrique. Nous avons donc démontré le lemme.

Les questions de dérivées métriques sont liées aux questions d’égalité entre la longueur intrinsèque et la
longueur finslérienne sur l’ensemble des courbes, comme nous allons étudier au chapitre 2. Nous allons éga-
lement expliquer sous quelles conditions la dérivée métrique d’une distance finslérienne redonne la métrique
finslérienne qui a produit la distance.

Point de vue analytique

Le point de vue analytique en géométrie Finslerienne est le point de vue développé dans [BCS00]. Si une mé-
trique finslérienne faible a une régularité suffisante pour être dérivée et est fortement convexe, nous pourrons
utiliser des stratégies de calcul tensoriel afin de décrire les géodésiques d’une telle métrique. Ceci est utile
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notamment dans l’étude des géodésiques spéciales, qui seront étudiées au chapitre 5 de cette thèse.
Soit F : TM → R un métrique finslérienne faible de classe C3 et fortement convexe sur une variété M
et soit g le tenseur fondamental associé à F (définit en (1.3)). Nous allons nous placer dans un système de
coordonnées sur la variété TM . Plus précisément, si U ⊂ M est un ouvert auquel sont associées les coor-
données x1, ..., xn, alors un vecteur v ∈ TU peut s’écrire v = vi ∂

∂xi . Les 2n fonctions x1, ..., xn, v1, ..., vn

sont appelées coordonnées naturelles sur TU . Nous pouvons écrire le tenseur fondamental en coordonnées :

gij(x, v) =
∂2F 2

∂vi∂vj
(x, v). (1.4)

Le tenseur fondamental ressemble quelque peu à une métrique riemannienne, mais il est important de noter
que ce tenseur est défini sur le tangent non nul T 0U et pas sur U . Ceci est une grande différence par rapport
à une métrique riemannienne. Nous remarquons qu’en coordonnées, le tenseur fondamental se calcule de la
façon suivante :

g(x,v)(ξ, η) =
n∑

i,j=1

gij(x, v)ξ
iηj

pour ξ = ξi ∂
∂xi et η = ηj ∂

∂xj .

Lemme 1.45. Le tenseur fondamental g et la métrique finslérienne F sont reliés par la formule suivante :

F (x, v) =
√
g(x,v)(v, v).

De plus, les coefficients gij(x, v) sont positivement homogènes de degré 0 par rapport à v.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en appliquant le théorème d’Euler sur les fonctions homogènes à la
fonction v → 1

2F
2(x, v).

Il s’agit maintenant de comprendre une troisième classe de courbes aux propriétés extrêmales pour une fonc-
tionnelle dépendant de la métrique finslérienne. Nous avons déjà définit les géodésiques métriques et les
courbes minimisantes, nous allons maintenant définir ce qu’est une géodésique dans le cas d’une métrique
finslérienne C3 et fortement convexe.

Définition 1.46. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible dont la métrique est C3 et fortement convexe et
γ : [a, b] →M une courbe C1, alors l’énergie de γ est l’intégrale

E(γ) =

∫ b

a
F 2(γ(t), γ̇(t))dt.

Il est facile de démontrer qu’une courbe minimise l’énergie si et seulement si elle minimise la longueur
finslérienne et est paramétrée à vitesse constante. Ceci permet donc de définir une géodésique différentielle.

Définition 1.47. Une courbe γ : [a, b] →M de classe C2 est une géodésique différentielle si elle est un point
critique de la fonctionnelle énergie.

Proposition 1.48. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible dont la métrique est C3 et fortement convexe. Soit
g le tenseur fondamental de F . Dans un système de coordonnées locales on note gij le tenseur fondamental
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et gij son inverse. Une courbe β(t) = (x1(t), ..., xn(t)) de classe C2 est une géodésique différentielle pour la
métrique finslérienne F si et seulement si on a

ẍk + γkij ẋ
iẋj = 0

où
γkij(x, v) =

1

2
gkµ

{
∂giµ
∂xj

+
∂gjµ
∂xi

− ∂gij
∂xµ

}
sont les symboles de Christoffel généralisés (noter que le tenseur fondamental et les symboles de Christoffel
généralisés dépendent de (x, v) et non pas seulement de x comme en géométrie riemannienne).

Nous ne donnons pas de preuve de ce résultat qui est essentiellement calculatoire. Toutefois la preuve de
trouve dans [Pap09, chapitre 3] et [BCS00].

Nous avons ainsi défini trois types de géodésiques. La première définition est celle de géodésique métrique
(définition 1.6), c’est une définition purement métrique. La deuxième définition est celle de courbe minimi-
sante (définition 1.30) et est dans une intersection entre la géométrie métrique et la géométrie différentielle
et la troisième définition, celle de géodésique différentielle (définition 1.47) est une définition de géométrie
différentielle, faisant intervenir une équation différentielle.
Une question naturelle est de savoir dans quelles circonstances ces définitions sont équivalentes. Notons pre-
mièrement qu’il est facile de vérifier que toute courbe minimisante est une géodésique métrique.

Lemme 1.49. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible et γ : [a, b] → M , alors γ si γ est une courbe
minimisante, elle est une géodésique métrique.

Démonstration. Soit γ : [a, b] →M une courbe minimisante, c’est à dire, pour tout s, t ∈ [a, b] nous avons

dF (γ(s), γ(t)) = ℓF (γ|[s,t]).

Ceci implique que pour t0 ∈ [a, b], il existe ε > 0 tel que si r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient r < s < t, alors

dF (γ(r), γ(s)) + dF (γ(s), γ(t)) = ℓF (γ|[r,s]) + ℓF (γ|[s,t]) = ℓF (γ|[r,t]) = dF (γ(r), γ(t)),

ce qui prouve que γ est une géodésique métrique.

D’autre part, nous avons le théorème suivant :

Théorème 1.50. Soit (M,F ) une variété finslérienne dont la métrique est C3, fortement convexe, symétrique
et non-dégénérée, alors les géodésiques différentielles sont des courbes localement minimisantes.

La preuve de ce théorème se trouve dans [BCS00, page 155]. Elle est est semblable à la preuve dans le cas
riemannien mais il faut prouver une version Finslerienne du Lemme de Gauss.

Une question qui nous intéresse dans le cadre de cette thèse est le fait que les géodésiques métriques sont des
courbes minimisantes. La clé de ce problème réside dans l’égalité entre la longueur intrinsèque et la longueur
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finslérienne. En effet, si pour toute courbe γ : [a, b] →M nous avions

ℓ(γ) = ℓF (γ),

la preuve que les géodésiques métriques sont minimisantes serait directe. En effet, si γ : [a, b] → M est une
géodésique métrique et que l’inégalité ci dessus est vérifiée, nous aurons

ℓF (γ) = ℓ(γ) = sup
n−1∑
i=0

dF (γ(ti), γ(ti+1)) = dF (γ(a), γ(b))

ce qui impliquera que γ est une courbe minimisante.

Il existe différents théorèmes donnant une solution à cette question. Le premier se trouve dans [AT04] et
concerne la dérivée métrique. Nous l’énonçons sans preuve.

Théorème 1.51. [AT04] Soit (X, d) un espace métrique symétrique non-dégénéré, alors pour toute courbe
Lipschitz γ : [a, b] → X , nous avons

ℓ(γ) =

∫ b

a
Fd(γ(t), γ̇(t))dt,

où Fd est la dérivée métrique de d (voir définition 1.43).

La preuve de ce résultat est assez profonde, relève de l’analyse géométrique et fait appel au théorème de
Rademacher [EG15].

Remarque 1.52. • Dans le cas où la distance d provient d’une métrique finslérienne non-dégénérée, symé-
trique et fortement convexe, la dérivée métrique nous redonne la métrique finslérienne, ce qui montre que
le théorème est vrai pour les variétés finslériennes non-dégénérées, symétriques et fortement convexes.

• Nous remarquons également que dans le cas riemannien, nous avons égalité entre la distance intrinsèque
et la distance riemannienne sur les courbes absolument continues.

Cette discussion implique donc le résultat suivant.

Théorème 1.53. Soient (M,F ) une variété munie d’une métrique finslérienne de régularité C3, symétrique,
non-dégénérée et fortement convexe et γ : [a, b] → M une courbe Lipschitz, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. γ est une géodésique métrique.

2. γ est une courbe localement minimisante.

3. γ est une géodésique différentielle.

Démonstration. 1. ⇒ 2. est clair par le théorème 1.51, 2. ⇒ 1. est trivial, 3. ⇒ 2. est prouvé par le théo-
rèem 1.50. Il reste donc seulement à montrer qu’une courbe minimisante est une géodésique différentielle.
Soit donc γ une courbe minimisante, c’est à dire pour tout s, t ∈ [a, b], ℓF (γ|[s,t]) = dF (γ(s), γ(t)). On a
alors, par la proposition 5.1.1 de [BCS00], que la courbe γ est critique pour la fonctionnelle longueur, ce qui
implique que γ est une géodésique différentielle.
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Remarque 1.54. Nous avons montré l’équivalence entre géodésiques métrique est courbes minimisantes pour
des métriques très régulières et satisfaisants tous les axiomes classiques des métriques finslérienne, toutefois,
dans cette thèse, nous désirons affaiblir ces hypothèses.
Dans le théorème 2.16, Busemann et Mayer montrent que la longueur finslérienne et la longueur intrinsèque
sont égales sur les courbes C1 par morceaux pour des métriques finslériennes faibles strictement convexes
et Lipschitz. Ceci impliquera que si les géodésiques métriques d’une métrique finslérienne faible strictement
convexe et Lipschitz sont C1, alors il y aura équivalence entre géodésique métriques et courbes minimisantes.

Busemann et Mayer montrent également qu’en dimension 2, les géodésiques métriques sont de classe C1.
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Chapitre 2

Généralisations et unification des théorèmes
de Busemann-Mayer-Kobayashi pour les
espaces Finslériens de basse régularité

Dans ce chapitre, nous allons expliquer les résultats de l’article intitulé "On the foundation of calculus of
variations" de Herbert Busemann et Walter Mayer [May41]. Il nous a semblé qu’il n’est pas totalement inutile
de clarifier quelques points de ce texte.

2.1 Théorème de convexification de Busemann-Mayer-Kobayashi

Le premier théorème de Busemann-Mayer porte sur la convexification des métriques finslériennes faibles de
faible régularité [May41, Théorème 1, page 184]. Ce théorème affirme qu’étant donné un champ d’ouverts
étoilés autour de l’origine sur une variété différentiable et en considérant la jauge de Minkowski de cet ouvert,
la distance induite par cette jauge est égale à la distance induite par la jauge de Minkowski sur l’enveloppe
convexe de chacun de ces ouverts étoilés. Ce résultat est important car il montre que la donnée d’un champ
d’ouverts étoilés autour de l’origine revient, géométriquement, à la donnée d’une métrique finslérienne faible.

Il existe une version du théorème de convexification écrite par Soshichi Kobayashi [Kob91, page 206], toute-
fois cette version est démontrée sous des hypothèses différentes de celles de [May41]. En effet, dans [May41],
la métrique finslérienne faible n’est pas symétrique mais est continue, alors que dans [Kob91], la métrique
finslérienne est semi-continue supérieurement mais symétrique.

Nous présenterons ici une version générale du résultat, qui contient les deux versions du théorème comme cas
particuliers. Ce résultat utilise l’approche de géométrie convexe de la géométrie finslérienne. Nous allons donc
utiliser des résultats de géométrie convexe [Web94], adaptés à la situation. De plus, une des idées principales
de ce résultat est un point de vue "à la Busemann" de la géométrie finslérienne. Dans ses travaux, il arrive
fréquemment que Busemann voie les espaces finslériens comme des espaces infinitésimalement Minkowski, il
approxime donc les longueurs de courbes par des longueurs Minkowski de morceaux de courbes, et démontre
le résultat en géométrie de Minkowski.
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Contexte de travail
Soit M une variété différentiable. Soient Ω ⊂ TM un champs d’ouverts étoilés autour de l’origine et Φx :

TxM → R+ la jauge de Minkowski de Ωx = Ω ∩ TxM est donnée par

Φx(v) = inf {t > 0 | v ∈ tΩx} .

La fonction Φ : TM → R+, définie par Φ(x, v) = Φx(v) n’est en général pas une métrique finslérienne faible
car elle ne satisfait pas forcément l’inégalité du triangle. Nous rappelons qu’une telle fonctionnelle est appelée
une jauge de Minkowski et a été étudiée au chapitre 1. Par construction, Φ est semi-continue supérieurement
(les ensembles de sous-niveaux sont ouverts).

Étant donné une courbe continûment différentiable γ : [a, b] →M nous pouvons définir la longueur de γ pour
Φ de la même manière que dans le chapitre 1 :

ℓΦ(γ) =

∫ b

a
Φ(γ(t), γ̇(t))dt.

Étant donnés x, y ∈ M , nous définissons alors aussi la distance induite par la jauge de Minkowski Φ de la
même manière que dans le chapitre 1 :

dΦ(x, y) = inf ℓΦ(γ)

où l’infimum porte sur l’ensemble des courbes C1 par morceaux de x à y.

Le théorème de Busemann-Mayer-Kobayashi [May41][Kob91] met en évidence que cette construction induit
une distance faible et surtout que cette distance faible est égale à la distance finslérienne induite par la jauge
de Minkowski de l’enveloppe convexe de Ω.

Définition 2.1. (i) Soit Ω ⊂ TM un champ d’ouverts étoilés autour de l’origine (contenant l’origine et tels
que Ωx n’est pas forcément borné), l’enveloppe convexe de Ω est l’ensemble

Conv(Ω) =
⋃
x∈M

Conv(Ωx)

où Conv(Ωx) est l’enveloppe convexe de Ωx dans l’espace vectoriel TxM .

(ii) Soit Φ : TM → R+ la jauge de Minkowski de Ω, alors la jauge de Minkowski de Conv(Ω), notée
F : TM → R+ est appelée le convexifié de Φ.

Remarque 2.2. Nous notons que pour tout (x, v) ∈ TM , on a l’inégalité Φ(x, v) ≥ F (x, v) car Ω ⊂
Conv(Ω).

Théorème 2.3 (Busemann-Mayer-Kobayashi). [May41, Théorème 1, page 184][Kob91, page 206] Soient M
une variété différentiable connexe et Ω ⊂ TM un champ d’ouverts étoilés autour de l’origine. Soient Φ la
jauge de Minkowski de Ω et F le convexifié de Φ, alors, pour tout x, y ∈M , nous avons

dΦ(x, y) = dF (x, y).
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Remarque 2.4. Pour démontrer ce théorème, il nous faut plusieurs lemmes et propositions relevant de l’ana-
lyse, de la géométrie convexe et de la géométrie finslérienne. Tout au long de cette section, nous noterons Φ
pour les jauges de Minkowski de champs d’ouverts étoilés autour de l’origine, et F pour leurs convexifiés.

Nous commençons par démontrer des lemmes d’approximation des métriques que nous étudions. Le premier
lemme relève de l’analyse et nous permet de régulariser les jauges de Minkowski semi-continues supérieu-
rement en les approchant par des fonctions continues. Le lemme suivant est le lemme 4 de [Kob91] où il est
démontré pour les métriques finslériennes faibles symétriques, ici, nous avons démontré ce résultat pour les
métriques faibles non-symétriques.

Lemme 2.5. [Kob91, Lemme 4, page 208] Soit Φ : TM → R+ la jauge de Minkowski d’un champ d’ouverts
étoilés en 0, alors il existe une suite décroissante de fonctions continues Φk : TM → R+ qui converge
ponctuellement vers Φ. De plus, si pour tout k, Fk est le convexifié de Φk, alors Fk est une suite décroissante
et converge ponctuellement vers F , le convexifié de Φ.

Démonstration. Considérer une métrique riemannienne auxiliaire sur M et SM ⊂ TM le fibré tangent uni-
taire pour cette métrique auxiliaire. Comme Φ restreinte à SM est une fonction semi-continue supérieurement
et positive, et par le fait que SM est un fibré dont la fibre est compacte, il est prouvé dans [McS44], que Φ est la
limite ponctuelle d’une suite décroissante de fonctions continues Φk : SM → R+. En étendant chaque Φk par
homogénéité positive, nous avons une suite décroissante de fonctions continues encore notées Φk : TM → R
telles que Φ(x, v) = limk→∞Φk(x, v) pour tout (x, v) ∈ TM .

Pour tout k, nous notons Fk le convexifié de Φk, alors, étant donné que Φ < Φk+1 < Φk, nous avons
F < Fk+1 < Fk. En effet, si Φk+1 < Φk, alors la boule unité de Φk+1 contient la boule unité de Φk et cet
ordre d’inclusions est respecté par les enveloppes convexes.

De plus, étant donné (x, v) ∈ TM , nous pouvons choisir une métrique finslérienne auxiliaire G : TM → R+

telle que G(x, v) = 1, et donc étant donné que Φ(x, v) = limk→∞Φk(x, v), pour tout ε il existe un entier
k0 > 0 tel que pour tout k > k0,

Φk(x, v) < Φ(x, v) + ε < Φ(x, v) + εG(x, v)

ce qui implique en convexifiant, que

Fk(x, v) < F (x, v) + εG(x, v) = F (x, v) + ε

et donc F (x, v) = limk→∞ Fk(x, v), et F est positivement homogène en v variable, ce qui montre le lemme.

Avant de démontrer le prochain résultat finslérien, nous allons démontrer un lemme qui généralise le théorème
des accroissements finis en dimension n.

Lemme 2.6. Soient ε > 0 et γ : [a, b] → Rn une courbe C1 par morceaux. Pour toute partition {tk}k∈N de
[a, b], posons ∆xi = γ(ti+1) − γ(ti) et ∆ti = ti+1 − ti, alors il existe δ > 0 et une partition {tk} de [a, b]

telle que max∆ti < δ et ∣∣∣∣γ̇(ti)− ∆xi
∆ti

∣∣∣∣ < ε.
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Démonstration. Soit ε > 0. Par le théorème des accroissements finis dans R, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, il

existe sij ∈ [ti, ti+1] tel que

γ̇j(sij) =
γj(ti+1)− γj(ti)

ti+1 − ti
(2.1)

Notons wij = γ̇j(sij) et wi = (wi1, wi,2, . . . , win).

Comme γ est C1 sur [a, b], nous avons que γ̇ est uniformément continue sur [a, b], donc il existe δ > 0 tel que
si ∆ti < δ, alors pour tout s, t ∈ [ti, ti+1], nous avons |γ̇j(s)− γ̇j(t)| < ε.

Coordonnée par coordonnée, nous pouvons donc choisir δ > 0 tel que pour tout j ∈ {1, . . . , n} nous avons
|γ̇j(ti)− wij | ≤ ε√

n
, et donc

|γ̇(ti)− wi| =

√√√√ n∑
j=1

(γ̇j(ti)− γ̇j(sij))
2 <

√√√√ n∑
j=1

ε2

n
= ε.

Nous obtenons alors, par l’équation 2.8 que∣∣∣∣γ̇(ti)− ∆xi
∆ti

∣∣∣∣ = |γ̇(ti)− wi| < ε

ce qui prouve le lemme.

Le lemme suivant, qui joue un rôle important, relève de la vision de la géométrie finslérienne de Herbert
Busemann. L’idée est qu’une métrique finslérienne est infinitésimalement Minkowski et qu’il est donc possible
d’approximer la longueur finslérienne d’une courbe par une somme de longueurs Minkowski de morceaux de
courbes. Nous travaillons dans une carte R2 de la variété M , et nous pouvons donc utiliser localement les
propriétés algébriques de Rn pour des points dans la variété.

Définition 2.7. Soient F : TU → R+ une métrique finslérienne faible continue et γ : [a, b] → U une
courbe de classe C1 par morceaux. Soit {t0, t1, ..., tN} une subdivision de [a, b]. On définit l’approximation
Minkowski de la longueur de γ pour la subdivision {ti} par

SF
N :=

N−1∑
k=0

F (γ(ti), γ(ti+1)− γ(ti)).

Lemme 2.8. Soient F une métrique finslérienne faible continue et γ : [a, b] → U , alors, pour tout ε > 0 il
existe une subdivision suffisamment fine {t0, t1, ..., tN} de [a, b] telle que

|ℓF (γ)− SF
N | < ε.

Démonstration. Soit ε > 0. Par le lemme 2.6 et le fait que γ̇ est uniformément continue sur [a, b] (car, quitte à
changer la partition, γ est C1.), on obtient qu’il existe δ > 0 et {t0, t1, ..., tN} une partition de [a, b] satisfaisant
∆ti = ti+1 − ti < δ pour tout i tels que

|∆xi
∆ti

− γ̇(ti)| < ε. (2.2)
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où nous avons posé xi = γ(ti) et ∆xi = xi+1 − xi.

Procédons maintenant à une estimation de SF
N :

SF
N =

∑
i

F (xi,∆xi)

=
∑
i

F (xi,
∆xi
∆ti

)∆ti

≤
∑
i

F (xi,
∆xi
∆ti

− γ̇(ti))∆ti +
∑
i

F (xi, γ̇(ti))∆ti.

Par la définition de l’intégrale de Riemann, nous avons que
∑

i F (xi, γ̇(ti))∆ti tend vers
∫ b
a F (γ(t), γ̇(t))dt.

Il s’agit de voir que
∑

i F (xi,
∆xi
∆ti

−γ̇(ti))∆ti tend vers 0. Si ∆ti < δ pour tout i, en appliquant le résultat (2.2)
nous obtenons

∑
i

F (xi,
∆xi
∆ti

− γ̇(ti))∆ti ≤ Aε|b− a|

où A = sup {F (x, v) | x ∈ U , |v| = 1}, c’est à dire F (x, v) ≤ A|v|. Le nombre A existe et est fini par le
lemme 1.19.

Montrons l’autre inégalité :

∑
i

F (xi, γ̇(ti))∆ti ≤
∑
i

F (xi, γ̇(ti)−
∆xi
∆ti

)∆ti +
∑
i

F (xi,
∆xi
∆ti

)∆ti

=
∑
i

F (xi, γ̇(ti)−
∆xi
∆ti

)∆ti + SF
N .

Nous avons les mêmes termes que dans le premier calcul, donc avons montré que
∑

i F (xi,
∆xi
∆ti

− γ̇(ti))∆ti

est arbitrairement petit et donc, SF
N est arbitrairement proche de

∫ b
a F (γ(t), γ̇(t))dt.

Nous passons maintenant aux lemmes de géométrie convexe qui vont permettre d’estimer les longueurs des
courbes minimisantes pour la jauge de Minkowski non-convexe et qui nous permettront de montrer qu’en pas-
sant à l’infimum des longueurs pour le convexifié, nous "n’ajoutons pas des courbe minimisante plus courte".
Les ensembles convexes considérés on le rôle des boules unités des différentes jauges que nous étudions et
les propriétés de ces convexes comportent énormément d’information sur les métriques considérées. Nous
allons voir que les courbes minimisantes des géométries finslériennes faibles suivent des directions qui sont
les points extrêmes de la boule unité dans le tangent.

Définition 2.9. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et Ω ⊂ X un ensemble étoilé par rapport à
l’origine. Un point x ∈ Ω est appelé point extrême de Ω si tout segment de Ω passant par x, une des extrémités
du segment est égale à x. C’est à dire, si x = ty + (1− t)z, avec y, z ∈ Ω et t ∈ [0, 1], alors x = y ou x = z.

Le lemme suivant utilise le théorème de Minkowski-Carathéodory (voir [Web94]) et en est une généralisation.

Lemme 2.10. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et Ω ⊂ X un ensemble de dimension relative
n, compact contenant l’origine, alors pour tout point x ∈ Conv(Ω) (l’enveloppe convexe de Ω), il existe
z0, . . . , zm ∈ Ω, des points extrêmes et t0, . . . , tm > 0 satisfaisants

∑m
i=0 ti = 1 tels que
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x =
m∑
i=0

tizi

Démonstration. Commençons par supposer que Ω est convexe. Nous avons alors Ω = Conv(Ω).
Nous allons prouver le lemme par induction sur la dimension n. Pour n = 0, le résultat est trivial, car Ω est
un point. Supposons alors que le lemme est vrai pour tout ensemble A ⊂ X de dimension plus petite ou égale
à n − 1. Soient Ω un convexe de dimension n et z0 ∈ Ω un point extrême. Soit x ∈ Ω un point intérieur et
considérons le segment euclidien [z0, x], alors le segment [z0, x] peut se prolonger de la manière suivante :
considérer α = sup {t | tx+ (1− t)z0 ∈ Ω} et soit y = αx+ (1− α)z0. Comme α ≥ 1 (car x est un point
intérieur de Ω), nous avons x = θ0z0 + (1− θ0)y où θ0 = 1− 1

α .

Par construction, y est dans le bord de Ω et donc y est contenu dans une face propre 1 F ⊂ Ω. Comme la
dimension de F est plus petite ou égale à n−1, en utilisant l’hypothèse d’induction on obtient y =

∑r
j=0 θjzj

où les zj sont des points extrêmes de F et les θj > 0 satisfont
∑r

j=0 θj = 1. Comme les points extrêmes de
F sont aussi des points extrêmes de Ω, nous obtenons

x =

m∑
i=0

tizi

où ti = (1− θ0)θi. Nous avons donc prouvé le lemme lorsque Ω est convexe.

Supposons maintenant que Ω ⊂ X est un ensemble compact de dimension relative n contenant l’origine.
Comme les points extrêmes de Conv(Ω) sont aussi les points extrêmes de Ω, il suffit d’appliquer ce que nous
venons de montrer à l’enveloppe convexe de Ω et le lemme est démontré.

Ce lemme de géométrie convexe est très utile et nous allons l’utiliser pour démontrer le lemme suivant qui est
adapté à la situation de géométrie finslérienne qui nous intéresse.

Définition 2.11. Soit Ω un domaine étoilé autour de 0 ∈ X , une direction extrême de Ω est un multiple positif
d’un point extrême de Ω.

Lemme 2.12. [May41, Théorème 2, page 179][Kob91, Lemme 1, page 207] Soit X un espace vectoriel de
dimension finie.

Soient Ω ⊂ X un domaine étoilé autour de l’origine, Φ : X → R+ la jauge de Minkowski de Ω et F : X →
R+ le convexifié de Φ.
Soient ε > 0 et x ∈ X , alors il existe z0, . . . , zm des directions extrêmes de Ω telles que

x = z0 + · · ·+ zm et Φ(z0) + · · ·+Φ(zm) ≤ F (x) + ε. (2.3)

Démonstration. Soit Ω ⊂ X un domaine étoilé autour de l’origine.

Pour tout s > 0, définir sΩ = {sx | x ∈ Ω} et sConv(Ω) de la même façon.

1. F ⊂ Ω est une face propre si chaque point de F est un point extrême.
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Soient ε > 0 et r = F (x), alors x ∈ (r + ε)Conv(Ω). Par le lemme 2.10, il existe y0, . . . , ym des points
extrêmes de (r + ε)Ω tels que

x =
m∑
i=0

tiyi avec ti > 0,
m∑
i=0

ti = 1

ceci qui implique alors que

m∑
i=0

Φ(tiyi) =

m∑
i=0

tiΦ(yi) ≤ (r + ε)

m∑
i=0

ti ≤ (r + ε) = F (x) + ε.

En posant alors zi = tiyi, nous obtenons alors

x = z0 + · · ·+ zm et Φ(z0) + · · ·+Φ(zm) < F (x) + ε.

Scholie. Dans le cas où F (x) > 0, nous pouvons retirer le ε et obtenir

m∑
i=0

Φ(tiyi) ==
m∑
i=0

tiΦ(yi) = r
m∑
i=0

ti = r,

et donc

Φ(z0) + · · ·+Φ(zm) = F (x)

et l’autre inégalité est satisfaite car pour tout x ∈ X , l’inégalité F (x) ≥ Φ(x) est vraie. Il suffit ensuite
d’applique l’inégalité du triangle pour F ce qui prouve que si F : TM → R est non-dégénérée, alors il
existe z0, . . . , zm des directions extrêmes de Ω telles que

x = z0 + · · ·+ zm et Φ(z0) + · · ·+Φ(zm) = F (x). (2.4)

Nous pouvons maintenant démontrer le cas particulier du théorème 2.3 pour les espaces de Minkowski. Nous
pourrons ensuite appliquer le lemme 2.8 pour démontrer le théorème général sur les variétés finslériennes
faibles.

Proposition 2.13. Soient X un espace vectoriel de dimension finie, Φ : X → R+ la jauge de Minkowski d’un
ensemble Ω étoilé par rapport à l’origine et F : X → R+ son convexifié, alors pour tout x, y ∈ X ,

dϕ(x, y) = dF (x, y) (= F (y − x)) . (2.5)

Démonstration. Soit Ω ⊂ X étoilé par rapport à l’origine dont la jauge de Minkowski est Φ et soit F le
convexifié de Φ, alors pour tout x ∈ X on a immédiatement F (v) ≤ Φ(v) car Ω ⊆ Conv(Ω), et donc
l’inclusion des boules unité induit cette inégalité entre les jauges de Minkowski. Ceci implique directement
que dΦ(x, y) ≥ dF (x, y).

Il s’agit donc de montrer dΦ(x, y) ≤ dF (x, y). Pour prouver cette inégalité, il suffit de montrer qu’étant donné
deux points x, y ∈ X et le segment euclidien [x, y], il existe une courbe γ̂ : [a, b] → X telle que γ̂(a) = x
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x

z0 + z1 + z2
y

Ω

z0

z0 + z1

γ̂w1

w2

w0

FIGURE 2.1 – La longueur de [x, y] est égale à la longueur de la courbe polygonale.

et γ̂(b) = y et ℓΦ(γ̂) ≤ ℓF ([x, y]), étant donné que, comme nous avons vu au chapitre 1, les normes de
Minkowski faibles sont projectives. Pour construire γ̂, nous allons utiliser le lemme 2.12.

Considérons y − x le point de X auquel nous allons appliquer le lemme 2.12. Pour tout ε > 0, il existe
donc z0, . . . , zm des points extrêmes de Ω tels que

∑m
i=0Φ(zi) ≤ F (y − x) + ε, considérer alors γ̂ la courbe

polygonale de x à y passant par z0, z0+ z1, z0+ z1+ z2, . . . , z0+ · · ·+ zm = y−x. Par le lemme 2.12, nous
obtenons alors

ℓΦ(γ̂) =
m∑
i=0

Φ(zi) ≤ F (y − x) = ℓF ([x, y])

ce qui démontre la proposition.

Étant donné ce résultat, nous pouvons montrer le lemme suivant. Il nous dit que le convexifié d’une jauge
de Minkowski semi-continue supérieurement est bien une métrique finslérienne faible. Nous travaillons à
nouveau dans une carte U de la variété M .

Lemme 2.14. [May41, Théorème 3, page 180][Kob91, Lemme 3, page 207] Soient Φ : TU → R+ la jauge
de Minkowski d’un champ d’ouverts étoilés par rapport à l’origine Ω ⊂ TU et F : TU → R+ son convexifié,
alors F : TU → R+ est une métrique finslérienne faible.

Démonstration. L’homogénéité positive, l’inégalité du triangle et le fait que F (0) = 0 proviennent de la
définition d’une jauge de Minkowski (définition 1.18) et de la proposition 1.21. Montrons la semi-continuité
supérieure de F :
Soient v ∈ TxU et ε > 0. Par le lemme 2.12, il existe w0, . . . , wm ∈ TxU tels que

v = w0 + · · ·+ wm et
m∑
i=0

Φ(x,wi) < F (x, v) + ε

Comme Φ est semi-continue supérieurement, pour tout i = 0, . . . ,m, nous pouvons trouver Vi un voisinage
de wi dans TU tel que
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Φ(w′
i) ≤ Φ(wi) +

1

m
ε pour tout w′

i ∈ Vi,

alors W = V0 + · · · + Vm est un voisinage de v = w0 + · · · + wm et pour tout v′ = w′
0 + · · · + w′

m, avec
w′
i ∈ Wi nous obtenons

F (v) + 2ε ≥
m∑
i=0

(
Φ+

1

m
ε

)
≥

m∑
i=0

Φ(w′
i) ≥

m∑
i=0

F (w′
i) ≥ F

(
m∑
i=0

w′
i

)
= F (v′).

Ce qui prouve que F est semi-continue supérieurement.

Nous avons maintenant démontré tous les lemmes techniques qui vont nous servir à démontrer le théorème 2.3.
Pour la preuve, nous allons effectuer plusieurs approximations : le lemme 2.5 pour la continuité, puis nous
pourrons utiliser le lemme 2.8 qui découpe la courbe en une partition de "petits morceaux dont la longueur
provient d’une norme de Minkowski" et ensuite nous appliquerons la proposition 2.13 à chaque morceau.
En regardant à nouveau la courbe en entier, et en concaténant chaque courbe d’approximation, les inégalités
obtenues prouvent le théorème.

Nous rappelons ici le théorème :

Théorème ( 2.3). [Busemann-Mayer-Kobayashi][May41, Théorème 1, page 184][Kob91, page 206] Soient
M une variété différentiable et Ω ⊂ TM un champ d’ouverts étoilés autour de l’origine. Soient Φ la jauge
de Minkowski de Ω et F le convexifié de Φ, alors, pour tout x, y ∈M nous avons

dΦ(x, y) = dF (x, y).

Démonstration. Nous savons que dF (x, y) ≤ dΦ(x, y) car F (x, v) ≤ Φ(x, v) pour tout (x, v) ∈ TU .

Pour montrer dF (x, y) ≥ dΦ(x, y) il suffit de voir que pour tout ε > 0 et étant donné une courbe γ : I → U
de régularité C1 telle que γ(0) = x et γ(1) = y, nous pouvons construire une autre courbe γ̂ : I → U de
régularité C1 par morceaux de x vers y telle que ℓΦ(γ̂) < ℓF (γ) + 3ε.

Considérons U une carte de M et soient x, y ∈ U .
Notons d’abord que par le lemme 2.8, pour tout ε > 0, il existe une partition {ti}Ni=0 de [a, b] telle que

|SF
N −

∫ b

a
F (γ(t), γ(t))dt| ≤ ε.

Considérons alors seulement le vecteur ∆xi = γ(ti+1) − γ(ti) et raisonnons comme dans la preuve de la
proposition 2.13 avec ce vecteur. Ceci donne une approximation γ̃i de ∆xi par des directions extrêmes wj de
la boule unité de Φ, centrée en γ(ti−1) qui induit l’égalité (avec ti−1 fixé) entre la distance induite par la jauge
de Minkowski Φ(γ(ti−1),−) et la distance provenant de la jauge de Minkowski F (γ(ti−1,−).
Soit Φk une suite décroissante de fonctionnelles continues approximant Φ. L’existence d’une telle suite est
garantie par le lemme 2.5, alors la continuité de Φk en xi = γ(ti) implique qu’il existe δ > 0 tel que pour
y ∈ U satisfaisant |y − xi| < δ et tel que

Φk(y, v) < Φk(xi, v) +
ε|v|
b− a

.
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Alors, en calculant ℓΦk
(γ̃i) et en appliquant le lemme 2.12 nous obtenons

ℓΦk
(γi) =

∫
γ̃i

Φk <
m∑
j=0

(
Φk(γ(ti), wj) +

ε|wj |
b− a

)
= Fk(γ(ti),∆xi) +

ε|∆xi|
b− a

.

Nous pouvons alors définir γ̃ comme étant la concaténation des γ̃i, donc la longueur de γ̃ est la somme des
γ̃i, et nous obtenons :

ℓΦk
(γ̃) =

∑
i

∫
γ̃i

Φk ≤
∑
i

(
Fk(γ(ti),∆xi) +

ε|∆xi|
b− a

)
= SFk

N +
∑
i

ε|∆xi|
b− a

≤ SFk
N + ε ≤ ℓFk

(γ) + 2ε.

Nous avons donc prouvé le théorème pour les jauges de Minkowski continues. Il reste à utiliser le lemme 2.5,
pour obtenir

ℓΦ(γ̃) < ℓΦk
(γ̃) + ε(b− a) ≤ ℓFk

(γ) + (2 + b− a)ε < ℓF (γ) + (3 + b− a)ε

ce qui prouve le théorème car ε > 0 est arbitraire.

2.1.1 Remarque sur les hypothèses du théorème

Le théorème de convexification de Busemann-Mayer, tel que présenté dans cette thèse est une synthèse entre
le résultat original de 1941 [May41] et l’article de S. Kobayashi [Kob91]. Aucun des deux résultats n’implique
l’autre, les hypothèses sont différentes dans les deux théorème. En plus du travail de réécriture du résultat de
Busemann-Mayer, et de clarification de certains résultats élagués par [Kob91], tels que 2.8, résultat capital
dans l’esprit géométrique de Busemann, nous avons écrit un résultat plus général que les deux théorèmes.

2.2 Dérivée métrique et longueur intrinsèque

Dans cette section, nous allons éclaircir le théorème 2 page 186 de [May41], qui porte sur la question de
l’égalité entre la longueur intrinsèque et la longueur finslérienne sur une variété, en lien avec des questions
de dérivées métriques. Le résultat de dérivée métrique est une conséquence de l’égalité entre la longueur
intrinsèque et la longueur finslérienne. Ce résultat est important car il donne une condition sur les distances
pour que ces dernières soient finslériennes. Un résultat similaire se trouve dans [Iva08], le résultat de Sergeï
Ivanov généralise le théorème 2 page 186 de [May41], toutefois les techniques de preuve sont très différentes,
dans [May41], les auteurs utilisent des méthodes analytiques sur les fonctions distances, toujours dans l’esprit
de l’approximation d’une métrique finslérienne par des morceaux de métriques de Minkowski. Dans [Iva08],
Ivanov utilise les plongements de Kuratowski et leurs différentielles pour retrouver la métrique finslérienne
qui a engendré la fonction distance. Dans cette section, nous exposerons le résultat de [May41], car il est
important de réécrire cette preuve dans un langage plus moderne. Nous expliciterons également la relation
entre [May41] et [Iva08].

Dans cette section, la métrique finslérienne que nous considérons est une métrique faible Lipschitz.
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Définition 2.15 (Métrique Lipschitz). Soient U une carte dans une variété différentiable M . Une métrique
finslérienne faible F : TU → R+ est dite Lipschitz si il existe C > 0 tel que

|F (x,w)− F (x, v)| ≤ C|y − x|max{|v|, |w|}

pour tout (x, v), (y, w) ∈ TU , et où |.| est la métrique euclidienne sur U .

Le théorème principal de cette section est le suivant.

Théorème 2.16. [May41, Théorème 2, page 186] Soit (M,F ) une variété finslérienne faible dont la métrique
F est Lipschitz, alors la longueur finslérienne coïncide avec la longueur intrinsèque donnée par dF sur les
courbes γ : [a, b] →M continûment différentiables par morceaux. C’est à dire

ℓF (γ) = ℓdF (γ)

avec ℓF (γ) =
∫ b
a F (γ(t), γ̇(t))dt et ℓdF (γ) = sup

∑n−1
i=0 dF (γ(ti), γ(ti+1)) où le supremum est pris sur les

partitions de [a, b] .

Pour montrer ce théorème, nous allons avoir besoin de quelques lemmes d’approximation des structures de
longueur par des longueurs auxiliaires.
Pour commencer, nous définissons donc une longueur auxiliaire qui sera utile pour les approximations des
longueurs finslériennes par des longueurs provenant de métriques de Minkowski.

Définition 2.17. Soient (M,F ) une variété finslérienne faible. Nous allons considérer une carte U ⊂M .
• Pour chaque point x0 ∈ U et γ : [a, b] → U une courbe continument différentiable, la longueur centrée

en x0 est

ℓx0(γ) =

∫ b

a
F (x0, γ̇(t))dt.

• Étant donnés x, y ∈ U , la distance centrée en x0 est alors définie par

dx0(x, y) = inf ℓx0(γ)

où l’infimum est pris sur les courbes continûment différentiables de x à y.
• Nous allons également utiliser la longueur euclidienne et la distance euclidienne dans la carte U , que

nous noterons ℓEucl et dEucl. Nous noterons également [x, y] le segment euclidien entre x et y.

Lemme 2.18. [May41, Théorème 1, page 185] Soient {xn} et {yn} deux suites dans une carte U ⊂M telles
que pour tout n nous avons xn ̸= yn et satisfaisant limn→∞ xn = limn→∞ yn = x0, alors

lim
n→∞

dF (xn, yn)

ℓF ([xn, yn])
= lim

n→∞

dF (xn, yn)

ℓx0([xn, yn])
= 1.

Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat dans le cas où F est continue, et donc localement
bilipschitz par rapport à la norme euclidienne dans U . Il existe donc A,B ∈ R tels que pour tout v ∈ TxU ,

B|v| ≤ F (x, v) ≤ A|v|.

65



2.2. DÉRIVÉE MÉTRIQUE ET LONGUEUR INTRINSÈQUE

Comme l’indicatrice de F en x0 est strictement convexe, nous obtenons que ℓx0 induit une distance projective,
provenant d’une norme de Minkowski, donc les segments euclidiens sont minimisants, et par conséquent, pour
toute courbe γ : [a, b] → U continûment différentiable par morceaux joignant x à y :

ℓx0(γ) ≥ ℓx0([x, y]). (2.6)

Considérons maintenant γn : [a, b] → U une courbe continûment différentiable par morceaux entre xn et
yn telle que pour tout t ∈ [a, b] nous avons γn(t) ∈ BEucl(x0, Rn) avec 2max{dF (x0, xn), dF (x0, yn)} >
Rn > max{dF (x0, xn), dF (x0, yn)} et montrons que

lim
n→∞

ℓx0(γn)

ℓF (γn)
= 1. (2.7)

La continuité de F implique que pour un vecteur tangent v tel que |v| = 1, nous avons

Cn := max{F (xn, v)− F (x0, v)}

est arbitrairement petit, si xn suffisamment proche de x0. De plus nous obtenons∣∣∣∣ℓx0(γn)

ℓF (γn)
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ℓx0(γn)− ℓF (γn)

ℓF (γn)

∣∣∣∣ ≤ Cn
ℓEucl(γn)

BℓEucl(γn)
=
Cn

B
.

Ce qui prouve (2.7).

Maintenant, par définition de dF comme l’infimum des longueurs ℓF , pour n suffisamment grand, il existe
une courbe continûment différentiable par morceaux γn : [a, b] → U de xn à yn telle que

0 ≤ ℓF (γn)− dF (xn, yn) <
|yn − xn|

n
.

Noter que la propriété ci-dessus oblige γn à rester dans un voisinage de x0 Donc en utilisant l’inégalité (2.6)
nous obtenons

0 ≤ ℓF (γn)

ℓx0(γn)
− dF (xn, yn)

ℓx0(γn)
<

|yn − xn|
nℓx0([xn, yn])

=
|yn − xn|

nF (x0, yn − xn)
,

et donc par (2.7)

lim
n→∞

dF (xn, yn)

ℓx0(γn)
= 1. (2.8)

Ensuite, en appliquant (2.6)

1 ≥ dF (xn, yn)

ℓF ([xn, yn])
=
dF (xn, yn)

ℓx0(γn)

ℓx0(γn)

ℓx0([xn, yn])

ℓx0([xn, yn])

ℓF ([xn, yn])
≥ dF (xn, yn)

ℓx0(γn)

ℓx0([xn, yn])

ℓF ([xn, yn])
.

Remarquons que c’est ici qu’il est important d’utiliser les inégalités avec un quotient et pas des différences,
car nous avons

ℓx0([x, y]) ≤ ℓx0(γ).
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Ensuite nous obtenons, par (2.7) et (2.8) que la limite du côté droit de l’inégalité vaut 1, et donc

lim
n→∞

dF (yn, xn)

ℓF ([xn, yn])
= 1.

Ce qui démontre le résultat pour une métrique finslérienne faible continue.

Si F est semi-continue supérieurement, en utilisant le lemme 2.5, nous obtenons la preuve du lemme en toute
généralité car si une suite décroissante de métriques finslériennes faibles continues Fk converge vers F , alors
nous avons ℓFk

→ ℓF et dFk
→ dF .

Ce lemme implique directement le résultat suivant

Corollaire 2.19. [May41, Corollaire, page 186] Soit F : TU → R une métrique finslérienne faible stricte-
ment convexe sur chaque point d’un sous-ensemble compact K ⊂ U , alors, étant donné ε > 0, il existe δ > 0

tel que

0 ≤ ℓF ([x, y])

dF (x, y)
− 1 < ε

pour tout x, y ∈ K tels que |y − x| < δ, où |.| est la métrique euclidienne.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 2.16

Démonstration. (Du théorème 2.16)
Soit ε > 0.

Considérer γ : [a, b] → U une courbe continûment différentiable par morceaux, alors l’image de [a, b] par γ
est compacte. Soient alors ϵ ≤ ε

ℓdF (γ) et s0 < s1 < ... < sn, une subdivision de [a, b] satisfaisant maxi |si+1−
si| < δ1 où δ1 > 0, donné par le corollaire 2.19, est tel que

n−1∑
i=0

ℓF ([γ(si), γ(si+1)])−
n−1∑
i=0

dF (γ(si), γ(si+1)) < ϵ

n−1∑
i=0

dF (γ(si), γ(si+1)) < ϵℓdF (γ) ≤
ε

2
.

De plus nous avons
m−1∑
i=0

∫
[γ(si),γ(si+1)]

F (x(t), ẋ(t))dt

≤
m−1∑
i=0

F (γ(t̃i), γ̇(t̃i))(si+1 − si)

≤
m−1∑
i=0

(F (γ(t̃i), γ̇(t̃i)−
∆xi
∆si

)∆si + F (x(t̃i),
∆xi
∆si

)∆si)

(2.9)

où t̃i est tel que F (x(t̃i), ẋ(t̃i)) = max[si,si+1] F (x(t), ẋ(t)) avec ∆xi = γ(si+1)−γ(si) et ∆si = si+1− si.
De plus, pour les mêmes raisons que dans le lemme 2.8, nous pouvons choisir δ2 > 0 et une subdivision
r0 < r1 < ... < rn of I , tels que maxi |ri+1 − ri| < δ2 de sorte que∣∣∣∣∣ℓF (γ)−

m−1∑
i=0

∫
[γ(ri),γ(ri+1)]

Fx(ẋ)

∣∣∣∣∣ = ∣∣ℓF (γ)− SF
m

∣∣ < ε/2.
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Soient alors δ < min{δ1, δ2} et une subdivision t0 < t1 < ... < tn de [a, b] tels que maxi |ti+1 − ti| < δ

|ℓF (γ)− ℓdF (γ)| ≤

∣∣∣∣∣ℓF (γ)−
m−1∑
i=0

∫
[γ(ti),γ(ti+1)]

Fx(ẋ)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
m−1∑
i=0

∫
[γ(ti),γ(ti+1)]

Fx(ẋ)− ℓdF (γ)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

et ε est arbitraire, nous avons donc prouvé le théorème.

Remarque 2.20. Ce théorème fait écho au théorème 1.53, en effet, nous avons démontré que la longueur
intrinsèque est égale à la longueur finslérienne sur les courbes C1 par morceaux, si la métrique est strictement
convexe et Lipschitz. Ceci implique alors qu’une courbe C1 par morceaux est une géodésique métrique si et
seulement si elle est une courbe minimisante.

Nous pouvons aussi déduire le théorème de Busemann-Mayer sur la dérivée métrique. Ce théorème correspond
au théorème 3 page 186 de [May41]

Théorème 2.21. [May41, Théorème 3, page 186] Soient {xn} et {yn} deux suites dans U telles que pour tout
n nous avons xn ̸= yn et satisfaisant limn→∞ xn = limn→∞ yn = x0 ∈ U et vn := yn−xn

|yn−xn| converge vers un
vecteur v, alors

lim
n→∞

dF (xn, yn)

|yn − xn|
= F (x0, v)

où nous avons noté |.| la métrique euclidienne dans la carte U .

Démonstration. Comme F (x0,−) est une norme de Minkowski faible sur U , nous avons∫
[xn,yn]

F (x0, ẋ(t))dt = |yn − xn|F (x0, v).

Par conséquent, par le lemme 2.18 nous obtenons

1 = lim
n→∞

dF (xn, yn)

ℓFx0
([xn, yn])

= lim
n→∞

dF (xn, yn)∫
[xn,yn]

F (x0, ẋ(t))dt
= lim

n→∞

dF (xn, yn)

|yn − xn|F (x0, v)

ce qui prouve le résultat.

Remarque 2.22. Nous pouvons écrire le théorème de dérivée métrique de Busemann-Mayer d’une autre façon,
facilitant la comparaison avec les résultats de [Iva08].

Théorème 2.23. Soit γ : [0, 1] → U une courbe continûment différentiable en 0, alors

lim
t→0

dF (γ(0), γ(t))

|t|
= F (γ(0), γ̇(0)).

2.2.1 Relations entre la dérivée métrique de Busemann-Mayer et celle de Ivanov

Dans cette section, nous allons étudier le lien entre le théorème de dérivée métrique de Busemann-Mayer
[May41] et celui de Ivanov [Iva08]. Le théorème correspondant est le théorème 3.7 de [Iva08]. Il est assez clair
que le théorème de Ivanov est une variante du théorème de Busemann-Mayer, mais il est utile de comprendre
précisément dans quel sens. En fait, les hypothèses sont sensiblement différentes pour les deux résultats, et il
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est important de comprendre les enjeux de chaque hypothèse. Nous commençons par énoncer le résultat de
[Iva08], sans démonstration. Rappelons que tout espace métrique symétrique (M,d) admet un plongement
isométrique dans L∞(M) (un exemple explicite est le plongement de Kuratowski).

Théorème 2.24. [Iva08] Soient (M,d) une variété différentiable équipée d’une distance symétrique et Lip-
schitz et φ : M → L∞(M) un plongement isométrique de (M,d), alors pour toute courbe Lipschitz
γ : [0, 1] →M ,

lim
t→0

d(γ(0), γ(t))

|t|
= ||dγ(0)φ(γ̇(0))||∞.

Ce résultat montre que la dérivée métrique est une métrique finslérienne faible, mais également, implique le
corollaire suivant.

Corollaire 2.25. Soient (M,d) une variété métrique faible symétrique dont la métrique est intrinsèque et
φ :M → L∞(M) un plongement isométrique, alors d est une distance provenant de la métrique finslérienne

Fd(x, v) = lim
t→0

d(γ(0), γ(t))

|t|
= ||dγ(0)φ(γ̇(0))||∞

où (x, v) ∈ TM est représenté par la courbe γ.

Démonstration. La preuve est très rapide car, étant donné que d provient d’une structure de longueur, nous
avons que la longueur obtenue en intégrant la dérivée métrique est égale à la longueur intrinsèque provenant
de d et alors les distances induites par ces deux longueurs sont égales, ce qui implique que d provient de la
métrique finslérienne faible Fd.

2.3 Régularité des géodésiques métriques en dimension 2

Dans cette section, nous présentons la démonstration de [May41] du résultat affirmant que les géodésiques
métriques d’une surface finslérienne sont continûment différentiables si la métrique est Lipschitz et strictement
convexe. Ce résultat correspond aux théorèmes 2 et 3 de [May41, page 194 à 197], et nous pouvons l’énoncer
ainsi :

Théorème 2.26. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de dimension 2 dont la métrique est strictement
convexe et Lipschitz, alors les géodésiques métriques sont continûment différentiables.

Au vu de la nature locale de ce théorème, on peut considérer que F est une métrique finslérienne définie sur
R2. Nous supposons de plus que F est Lipschitz, ce qui implique qu’il existe des constantes C et K telles que

|F (y, w)− F (x, v)| ≤ C|y − x|max {|v|, |w|} , (2.10)

et
1

K
|v| ≤ F (x, v) ≤ K|v|, (2.11)

(voir la définition 2.15 et le lemme 1.19).

La démonstration du théorème est longue et technique, pour la rendre plus aisée à suivre, nous l’avons divisée
en trois parties. Dans la première partie, on construit les “pseudo-cercles” de Buseman-Mayer, qui sont une
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classe de courbes auxiliaires, continûment différentiables et qui jouent un rôle clé dans la preuve. Dans la
seconde partie on démontre le résultat en admettant quelques résultats de nature technique et dans la troisième
partie on démontre les résultats techniques.
Notons que les techniques utilisées ici sont propres à la dimension 2 et ne se généralisent a priori pas aux
dimensions supérieures.

2.3.1 Pseudo-cercles de Busemann-Mayer

La clé de la démonstration de la régularité des géodésiques métriques réside dans la construction des pseudo-
cercles de Busemann-Mayer, qui sont des courbes de classe C1 définies localement. La propriété importante
des pseudo-cercles est que si une courbe continue γ traverse un pseudo-cercle en deux points, alors la F -
longueur de γ peut être raccourcie en remplaçant l’arc de cette courbe entre les deux points par l’arc du
pseudo-cercle. Le théorème 2.32 ci-dessous formule cette idée de façon précise.

Les pseudo-cercles sont des courbes intégrales d’un champ de vecteurs défini localement. Pour les définir,
Nous fixons d’abord un point p ∈ R2 et nous notons Ωp la boule unité de F au point p. Comme F est une
métrique Finslérienne sur R2, nous pouvons identifier TpR2 à R2 et considérer que cette boule est un ouvert
du plan :

Ωp =
{
q ∈ R2 | F (p, q) < 1

}
⊂ R2.

Fixons un point p0 ∈ R2 et choisissons des rayons 0 < r < R tels que pour tout p ∈ B(p0, r), la boule
finslérienne Ωp est strictement inclue dans B(p0, R) :⋃

p∈B(p0,r)

Ωp ⊂ B(p0, R).

Ici B(p0, r) et B(p0, R) sont les boules euclidiennes de R2 centrées en p0 et de rayon r et R respectivement.

Fixons encore un point x0 ∈ ∂B(p0, R) et, pour p ∈ B(p0, r). Par hypothèse Ωp est strictement convexe, il
existe donc un unique point m = mp ∈ ∂Ωp qui maximise l’aire orientée du triangle euclidien de sommet
x0, p,m. Cette condition peut s’écrire

(m− x0) ∧ (p− x0) = sup {(q − x0) ∧ (p− x0) | q ∈ ∂Ωp} ,

où u ∧ v dénote le produit extérieur de deux vecteurs de R2 (i.e. u ∧ v = u1v2 − u2v1). Nous notons alors
vp = −−→pmp = mp − p et nous observons que l’application p ∈ B(p0, r) 7→ vp définit un champ de vecteurs
continu qui ne s’annule en aucun point de B(p0, r). Notons que ce champ de vecteurs dépend du choix du
point x0 ∈ ∂B(p0, R), nous choisissons toutefois de ne pas alourdir l’écriture en notant par exemple vx0

p .

Définition 2.27. Un pseudo-cercle de Busemann-Mayer centré au point x0 ∈ ∂B(p0, R) est une courbe
σ : I → B(p0, r) de classe C1, qui est une courbe intégrale maximale du champ vp, i.e. pour tout t ∈ I on a

dσ

dt
= vσ(t).

Le théorème de Peano [Har02] sur les solutions d’équations différentielle à second membre continu nous
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p0

x0

p

q

B(p0, r)

∂B(p0, R)
vp

ΩpBF

FIGURE 2.2 – Construction du champ de vecteurs vp. Le triangle x0pq maximise l’aire orientée pour q ∈
∂Ωp0 .

garanti l’existence d’un pseudo-cercle passant par chaque point p ∈ B(p0, r). Ce pseudo-cercle n’est par
contre pas à priori unique car le champ de vecteurs vp n’est en général pas Lipschitz.

Exemple. Il est facile de voir que si F est la métrique euclidienne de R2, alors tout pseudo-cercle centré en
x0 est un cercle euclidien centré en ce point paramétré naturellement. Cet exemple explique la terminologie.

Lemme 2.28. Soit σ : I = [a, b] → B(p0, r) un pseudo-cercle centré en x0 ∈ ∂B(p0, R), alors la fonction

t ∈ I 7→ θ(t) = ∠x0(p0, σ(t)) (= l’angle en x0 du triangle orienté de sommets x0, p0, σ(t))

induit un homéomorphisme entre σ(I) et l’arc de cercle
⌢

θ(a)θ(b). En particulier les pseudo-cercles sont des
courbes simples et chaque pseudo-cercle sépare B(p0, r) en deux composantes connexes.

Démonstration. La preuve est évidente par la construction des pseudo-cercles.

Notation 2.29. Nous noterons Σ− la composante qui pointe vers x0 et Σ+ l’autre composante. Plus précisé-
ment :

Σ− = {y ∈ B(p0, r) | (−→x0y ∧ vp)(−→x0p ∧ vp) > 0 pour tout p ∈ σ(I)}.

Lemme 2.30. Soient p ∈ B(p0, r) et v un vecteur en p tel que F (p0, v) = 1, et fixons t0. Alors il existe
x0 ∈ ∂B(p0, R) tel que le pseudo-cercle σx0 : I → B(p, r) est défini par les conditions initiales p et v.

Démonstration. Il suffit de regarder l’intersection entre ∂B(p0, R) et une parallèle en p à une droite suppor-
trice de Ωp au point p + v. Ce procédé donne un unique x0 ∈ ∂B(p0, R) tel que l’air orientée du triangle
x0, p, p+ v soit maximale et que σx0 satisfasse les conditions σx0(t0) = p et σ̇x0(t0) = v.
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Notation 2.31. Soient σ un pseudo-cercle et p, q deux points sur σ. Nous notons σqp l’arc de pseudo-cercle
entre p et q.

Nous énonçons maintenant une propriété fondamentale des pseudo-cercles. La preuve sera donnée dans la
dernière partie de cette section.

Théorème 2.32. [May41, Lemme 5, page 191] Soient r > 0 etR > 0 tels que r+R < 1
KC oùC etK sont les

constantes des inégalités (2.10) et (2.11)). Soit σ un pseudo-cercle dans B(p0, r) de centre x0 ∈ ∂B(p0, R)

et p, q deux points sur σ. Alors pour toute courbe γ : [a, b] → Σ+ de p à q, on a

ℓF (γ) ≥ ℓF (σ
q
p),

où σqp est l’arc de pseudo-cercle de p à q.

Remarque 2.33. • Nous utiliserons les termes "côté convexe de σ" en parlant de Σ− et "côté concave
de σ" en parlant de Σ+. Le théorème 2.32 justifie cette terminologie, en effet, Σ− peut être appelé
"convexe" car une propriété des ensembles convexes est que la projection sur ces derniers est contrac-
tante.

• Par le théorème 2.32, les pseudo-cercles sont un outil qui permet de montrer qu’une courbe n’est pas
minimale. En effet, si une courbe entre deux points d’un pseudo-cercle contient un arc inclus dans Σ+,
il est impossible qu’elle soit minimale, car en projetant cet arc sur le pseudo-cercle, nous raccourcissons
la courbe. Ce point est capital dans la démonstration de la régularité des géodésiques métriques.

2.3.2 Preuve de la régularité des géodésiques

Démarche. Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer le théorème 2.26. Esquissons d’abord
brièvement la stratégie de la preuve :

1. Une première proposition affirme que si une géodésique métrique est différentiable à gauche, alors elle
est aussi différentiable à droite, et les deux dérivées coïncident.

2. Nous montrerons que si une courbe n’est pas différentiable à droite, alors elle ne peut pas être mi-
nimale. Nous ferons ceci en projetant la courbe sur un pseudo-cercle bien choisi et en appliquant le
théorème 2.32.

3. Nous montrerons ensuite qu’une courbe dont la dérivée n’est pas continue ne peut pas être minimale ; à
nouveau en la projetant sur un pseudo-cercle bien choisi et en appliquant le théorème 2.32.

La première étape est donc le résultat suivant :

Proposition 2.34. Soient F : TR2 → R1 une métrique finslérienne Lipschitz et strictement convexe, γ : I =

[0, ℓ] → R2 une géodésique métrique de x à y paramétrée naturellement et t0 ∈ I . Si γ a une dérivée à droite
en t0, alors elle a une dérivée à gauche en t0 et les deux dérivées coïncident.

Le lemme suivant dit que si une courbe n’est pas différentiable à droite, alors elle pénètre une infinité de fois
dans deux secteurs disjoints. Pour énoncer ce lemme nous avons besoin de la définition suivante :
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Définition 2.35. Soit γ : I → R2 une courbe continue dans R2 telle que 0 ∈ I et γ(0) = p0. On note

DLp0(γ) =

{
v ∈ Tp0R2 | il existe une suite {tk} telle que tk > 0, tk → 0 et v = lim

k→∞

γ(tk)− p

|γ(tk)− p|

}
.

Cet ensemble est appelé l’ensemble des directions limites de γ en 0.

Remarque 2.36. • On peut reformuler cette définition en coordonnées polaires :
si γ(t) = (r(t) cos(θ(t)), r(t) sin(θ(t))), on a r(0) = 0 et θ est continue sur {t > 0}. L’ensemble des
directions correspond à l’intersection ⋂

k∈N
θ(]0,

1

n
]).

• La compacité du cercle S1 entraîne que DLp0(γ) ̸= ∅.
• L’ensemble DLp0 est un ensemble de vecteurs unitaires. Par commodité, un vecteur unitaire de DLp0

sera parfois donné par sa coordonnée angulaire θ.
• Une courbe γ est différentiable à droite en t = 0 si et seulement si l’ensemble DL0(γ) est un singleton.

Définition 2.37. Soient ε > 0 et θ ∈ R/2πZ une direction dans R2 en coordonnées polaires. Le secteur de
largeur ε dans la direction θ est l’ensemble défini en coordoonées polaires par

Sθ
ε =

{
(r, ϕ) ∈ R2 | 0 < r < 1, |ϕ− θ| < ε

}
.

Lemme 2.38. Soient γ : [0, 1] → R2 et θ ∈ DL0(γ) une direction limite de γ en 0, alors pour tout ε > 0 et
pour tout δ > 0, nous avons

Card(γ([0, δ]) ∩ Sθ
ε ) = ∞.

Les trois résultats précédents seront démontrés dans la prochaine section. Avant de démontrer le théorème 2.26
nous démontrons d’abord que les géodésiques métriques sont différentiables en tout point :

Théorème 2.39. [May41, Chap. 6, page 194] Soient γ : I → R2 une courbe et F : TR2 → R une métrique
finslérienne Lipschitz et strictement convexe. Si γ n’est pas différentiable en tout point, elle n’est pas une
géodésique métrique.

Démonstration. Supposons que γ n’est pas différentiable au point t0 ∈ I . On peut supposer que t0 = 0 et que
γ(0) = 0. On peut alors trouver θ1, θ2 ∈ DL0(γ) et ε1, ε2 > 0 tels que Sθ1

ε1 ∩ Sθ2
ε2 = ∅.

Par le lemme précédent, nous avons que γ entre une infinité de fois dans Sθ1
ε1 et dans Sθ2

ε2 . Soit ξ le vecteur
unitaire tel que ∠(ξ, θ1) = ∠(ξ, θ2) = 1

2∠(θ1, θ2), de même direction que 1
2(θ1 + θ2), et soit σ : I →

B(γ(0), r) un pseudo-cercle tel que σ̇(0) = ξ.

Pour δ > 0 suffisamment petit, nous obtenons donc

σ([0, δ]) ∩ (Sθ1
ε1 ∪ Sθ2

ε2 ) = {γ(0)} .
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Ceci implique que
Card(γ(I) ∩ σ([0, δ])) = ∞.

En particulier, il existe t1, t2 ∈ I tels que γ(t1), γ(t2) ∈ γ(I) ∩ σ([0, δ]) et γ([t1, t2]) ⊂ Σ+, la composante
concave de la boule délimitée par σ.
Par le théorème 2.32, nous pouvons raccourcir γ en projetant γ([t1, t2]) sur σ([0, δ]) ce qui montre que γ n’est
pas une géodésique métrique.

γ(0)

Sθ1
ε1

θ1

Sθ1
ε1

θ2

σξ

FIGURE 2.3 – Illustration du théorème 2.39

Le même type de stratégie, avec les pseudo-cercles, va nous permettre de montrer que les géodésiques mé-
triques ont une dérivée continue.

Théorème 2.40. [May41, Chap. 6, page 194] Soient γ : I → R2 une courbe et F : TR2 → R une métrique
finslérienne Lipschitz et strictement convexe. Si γ n’est pas continûment différentiable en tout point, elle n’est
pas une géodésique métrique.

Démonstration. Nous savons par le théorème 2.39, que γ est différentiable en tout t ∈ I . Supposons que la
dérivée de γ n’est pas continue en t0 ∈ I . Il existe donc une suite tm ∈ I telle que γ̇(tm) tend vers β ̸= γ̇(t0)

lorsque tm tend vers t0.
Notons ϕ = ∠(γ̇(t0), β) et ξ la bissectrice en γ(t0) de ϕ.
Soit x0 le centre d’un pseudo-cercle σ : [0, 1] → B(γ(t0), r) donné par les conditions initiales (σ(0), σ̇(0)) =
(γ(t0), ξ) et tel que γ̇(t0) pointe dans Σ− (c’est à qu’il existe δ > 0 tel que γ(t0 + δ) ∈ Σ−). Construisons
également la suite de pseudo-cercles σm, de centre x0 et tels que σ̇m(0) = ξγ(tm) (le vecteur ξγ(tm) est le
vecteur unitaire en γ(tm) parallèle à ξ). Soit M ∈ N tel que pour tout m > M nous avons ∠(σ̇m(0), ξ) < ϕ

4

et γ̇(tm) et θm n’appartiennent pas au secteur Sξγ(tm)
ϕ
2

. Nous avons donc que γ̇(tm) ∈ Σ+
m et θm ∈ Σ−

m où Σ+
m

et Σ−
m sont les côtés concave et convexe de σm.

Nous pouvons maintenant appliquer le fait que γ intersecte σm de manière transverse en tm.
Comme γ̇(tm) pointe dans Σ−

m, il existe δ > 0 tel que pour tout m > M , nous avons γ(tm − δ) ∈ Σ+
m et

γ(tm + δ) ∈ Σ+
m.
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Nous pouvons également appliquer le fait que γ intersecte σ de manière transverse en t0.
Comme γ̇(t0) pointe dans Σ+, il existe δ > 0 tel que pour tout m > M , nous avons γ(t0 + δ) ∈ Σ+.

Par conséquent, il suffit de montrer que γ(t0) ∈ Σ−
m et nous aurons que γ([t0, tm + δ]) coupe σm de manière

transverse en deux points, ce qui permettra d’appliquer le théorème 2.32 et de conclure que γ ne peut pas être
une géodésique métrique.

Preuve que γ(t0) ∈ Σ−
m :

Soit la suite
θm =

γ(t0)− γ(tm)

|γ(t0)− γ(tm)|

et remarquer que θm tend vers −γ̇(t0) lorsque tm tend vers t0. Or γ̇(t0) pointe vers Σ−, et comme θm tend
vers −γ̇(t0), il existe M > 0 tel que pour tout m > M , les vecteurs θm pointent à l’intérieur de Σ−

m, or par
construction de θm, nous avons que γ(t0) = γ(tm) + |γ(t0)− γ(tm)|θm, ce qui implique que γ(t0) ∈ Σ−

m.

Nous avons donc démontré le théorème car γ coupe le pseudo-cercle σm en deux points et est contenue dans la
partie concave Σ+

m entre ces points d’intersection. Nous pouvons donc appliquer le théorème 2.32 et conclure
que γ ne peut pas être une géodésique métrique si elle n’est pas C1.

Le théorème 2.26 est une conséquence directe des deux théorèmes précédents.

γ(t0)

γ(tm)

γ

γ̇(tm)
θm

σm

γ̇(t0)

ξ

β

σ

FIGURE 2.4 – Illustration du théorème 2.40
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2.3.3 Preuves des résultats techniques

Dans cette section, nous allons démontrer les résultats utilisé pour prouver que les géodésiques métriques sont
continûment différentiables, à savoir le théorème 2.32, la proposition 2.34 et le lemme 2.38.

Nous commençons par montrer deux lemmes techniques qui permettent de démontrer le théorème 2.32. Le
lemme suivant peut être vu comme la définition de sous-différentielle de Clarke (voir [Cla90],[Cla75]).

Lemme 2.41. Soient Ω ⊂ R2 la boule unité pour une norme de Minkowski faible F , L une droite support de
Ω, v ∈ L ∩ Ω et α un vecteur normal à L tel que ⟨α, v⟩ = 1, alors pour tout w ∈ R2 nous avons

F (w)− F (v)− ⟨α, (w − v)⟩ ≥ 0.

Démonstration. Comme F (v) = 1, nous avons

F (w)− F (v)− ⟨α, (w − v)⟩ = F (w)− ⟨α, v⟩ − ⟨α,w⟩+ ⟨α, v⟩ = F (w)− ⟨α,w⟩.

Il suffit donc de montrer que F (w) ≥ ⟨α,w⟩. Noter que chaque côté de cette équation est homogène, il suffit
donc de montrer que F (w) ≥ ⟨α,w⟩, pour tout w ∈ ∂Ω.
Par définition de la fonction support hΩ de l’ensemble convexe Ω (voir [Web94]), nous avons que ⟨α,w⟩ ≤
hΩ(α) (nous rappelons que hΩ(α) = sup {⟨α, v⟩|v ∈ Ω}). Ce supremum est atteint pas v car v est un vecteur
supporteur. De plus, par construction, ⟨α, v⟩ = 1, donc ⟨α,w⟩ ≤ 1 ce qui prouve le lemme.

Lemme 2.42. [May41, Lemme 1, page 189] Soient x, y ∈ R2 Soient [x, y] un segment euclidien dans R2 et
z ∈]x, y[ un point intérieur au segment. Soient v et w deux champs de vecteurs parallèles entre eux sur R2

tels que
v|y − x| = w|z − x|,

alors
F (y, w)− F (z, v) ≥ |v| |y − z|

|x− z|

(
1

K
− C|x− z|

)
où C et K viennent des inégalités 2.10 et 2.11.

Démonstration. En appliquant les hypothèses du lemme nous obtenons

F (y, w)− F (y, v) = F (y, v
|y − x|
|z − x|

)− F (y, v)

= F (y, v)

(
|y − z|
|z − x|

− 1

)
= F (y, v)

(
|y − z| − |z − x|

|z − x|

)
= F (y, v)

|y − z|
|x− z|

≥ 1

K
|v| |y − z|

|x− z|
.
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Nous avons donc

F (y, w)− F (z, v) = (F (y, w)− F (y, v)) + (F (y, v)− F (z, v))

≥ 1

K
|v| |y − z|

|x− z|
+ (F (y, v)− F (z, v))

≥ 1

K
|v| |y − z|

|x− z|
− C|v||y − z|

= |v| |y − z|
|x− z|

·
(

1

K
− C|x− z|

)
.

Le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant démontrer la propriété de contraction des pseudo-cercles. Rappelons l’énoncé :

Théorème. 2.32 Soient r > 0 et R > 0 tels que r + R < 1
KC où C et K sont les constantes de Lipschitz

de la métrique finslérienne F (voir les équations (2.10) et (2.11)). Soit σ un pseudo-cercle dans B(p0, r) de
centre x0 ∈ ∂B(p0, R) et p, q deux points sur σ. Alors pour toute courbe γ : [a, b] → Σ+ de p à q, on a
ℓ(γ) ≥ ℓ(σqp), où σqp est l’arc de pseudo-cercle de p à q.

Démonstration. Le long de cette preuve, étant donné x ∈ Σ+, nous noterons x la projection de x sur σ, dans
la direction de x0.

Commençons par montrer ce résultat localement. C’est à dire, pour une subdivision suffisamment fine de
[a, b], donnée par t0 < t1 < ... < tn, montrons que

ℓ([γ(ti), γ(ti+1)])− ℓ(σi) ≥ 0

où nous avons noté σi = σ
γ(ti+1)

γ(ti)
, l’arc de pseudo-cercle correspondant à la projection de γ([ti, ti+1]) sur σ.

Soit x(t) une paramétrisation du segment [γ(ti), γ(ti+1)], alors

ℓ([γ(ti), γ(ti+1)])− ℓ(σi)

=

∫ ti+1

ti

(
F (x(t), ẋ(t))− F (x(t), ẋ(t))

)
dt

=

∫ ti+1

ti

(F (x(t), ẋ(t))− F (x̄(t), κẋ(t))) dt+

∫ ti+1

ti

(
F (x̄(t), κẋ(t))− F (x(t), ẋ(t))

) (2.12)

où κ =
|x̄(t)− x0|
|x(t)− x0|

.

Par construction, le vecteur ± (κ(x(t+ δ)− x(t))− (x(t+ δ)− x(t))) est soit nul, soit à la direction de
[x0, x(t+ δ)], alors, en laissant δ → 0, nous obtenons que ±

(
κẋ(t)− ẋ(t)

)
est parallèle à [x0, x(t)].

Soit α un vecteur supporteur de Ωp0 , par définition des pseudo-cercles, nous avons que [x0, x(t)] est orthogo-
nal à α, donc κẋ(t)− ẋ(t) est orthogonal à α et donc, par le lemme 2.41, nous obtenons

F (x(t), κẋ(t))− F (x(t), ẋ(t)) ≥ ⟨α, κẋ(t)− ẋ(t)⟩ = 0.
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donc le premier terme de (2.12) est positif.

Par le lemme 2.42, nous avons

F (x̄(t), κẋ(t))− F (x̄(t), ẋ(t))

≥ κ|ẋ(t)| |x̄(t)− x(t)|
|x(t)− x0|

|
(

1

K
− C|x(t)− x0|

)
≥ 0

car |x(t)− x0| < 1
KC par hypothèse.

Le second terme de (2.12) est donc aussi positif et nous obtenons

ℓ([γ(ti), γ(ti+1)])− ℓ(σi) ≥ 0.

Maintenant, pour démontrer le théorème, nous appliquons le lemme 2.8 à cette inégalité :

n−1∑
i=0

ℓ([γ(ti), γ(ti+1)]) ≥
n−1∑
i=0

ℓ(σi) ≥ ℓ(σ
γ(1)

γ(0)
)− ε

pour tout ε > 0.

En prenant le supremum sur toutes les partitions, nous obtenons alors

ℓ(γ) ≥ ℓ(σpq).

Il s’agit maintenant de montrer que si une géodésique métrique est différentiable à gauche, alors elle est
différentiable à droite et les deux dérivées coïncident. Pour cela, il faut démontrer le lemme suivant, qui est
une conséquence du théorème 2.21.

Lemme 2.43. [May41, Théorème 4, page 188] Soient x0 ∈ R2 et F : TR2 → R une métrique finslérienne
Lipschitz et strictement convexe et (xn)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N trois suite convergentes vers x0 et telles que

In :=
dF (xn, yn) + dF (yn, zn)

dF (xn, zn)
→ 1 quand n→ ∞.

Nous avons alors que

En :=
|yn − xn|+ |zn − yn|

|zn − xn|
→ 1 quand n→ ∞

où |.| est la métrique euclidienne.

Démonstration. Prouvons d’abord le résultat suivant :

Si In → ∞ quand n→ ∞ alors

F (x0, yn − xn) + F (x0, zn − yn)

F (x0, zn − xn)
→ 1 quand n→ ∞. (2.13)
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Afin d’alléger les calculs, nous allons utiliser les notations suivantes : an := dF (xn, yn), bn := dF (yn, zn),
cn = dF (xn, zn) et

• αn,xy :=
F (x0, yn − xn)

dF (xn, yn)
,

• αn,yz :=
F (x0, zn − yn)

dF (yn, zn)
,

• αn,xz :=
F (x0, zn − xn)

dF (xn, zn)
.

Noter que lim
n→∞

αn,xy =
ℓx0([xn, yn])

dF (xn, yn)
= 1 par le lemme 2.18. Par ce lemme, nous obtenons aussi lim

n→∞
αn,yz =

lim
n→∞

αn,xz = 1.

Nous avons alors
F (x0, yn − xn) + F (x0, zn − yn)

F (x0, zn − xn)
=
anαnxy + bnαn,yz

cnαn,xz
.

Soit ε > 0, en prenant N > 0 suffisamment grand pour avoir αn,xy −αn,yz , αn,yz −αn,xz ≤ ε, αn,xz ≤ 1+ ε

et an+bn
cn

≤ 1 + ε pour tout n > N , nous obtenons

anαn + bnα
′
n

cnα′′
n

− an + bn
cn

=
an(αn − α′′

n) + bn(α
′
n − α′′

n)

cnα′′
n

≤ anε+ bnε

cn(1 + ε)

= ε
1

1 + ε

an + bn
cn

≤ ε,

ce qui prouve (2.13).

Nous pouvons maintenant appliquer une homothétie φ : R2 → R2 satisfaisant φ(xn) = x0 et |φ(zn) −
φ(xn)| = |φ(zn)− x0| = 1

alors, puisque φ est une homothétie, nous obtenons

In =
dF (x0, φ(yn)) + dF (φ(yn), φ(zn))

dF (x0, ϕ(zn))

et

En =
|φ(yn)− x0|+ |φ(zn)− φ(yn)|

|φ(zn)− x0|
.

Par contradiction, supposons queEn ne converge pas vers 1, alors il existe y, z ∈ R2 et une sous-suite (nk)k∈N
telle que φ(ynk

) → y et φ(znk
) → z et telle que Enk

→ 1 + η pour η > 0, alors y ne peut pas être dans le
segment euclidien [x0, z]. Or en appliquant (2.13), nous avons

lim
n→∞

F (x0, φ(yn)− x0) + F (x0, φ(zn)− φ(yn))

F (x0, φ(zn)− φ(xn))
= 1

et comme F (x0,−) est une norme de Minkowski faible strictement convexe, c’est une distance projective,
nous avons une contradiction.
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Nous pouvons maintenant montrer la proposition 2.34, en supposant que toutes les courbes considérées sont
paramétrées naturellement.

Proposition. 2.34 Soient R2 une carte de la variété finslérienne (M,F ) dont la métrique est Lipschitz et
strictement convexe, γ : I = [0, ℓ] → R2 une géodésique métrique de x à y paramétrée naturellement et
t0 ∈ I . Si γ a une dérivée à gauche en t0, alors elle a une dérivée à droite en t0 et les dérivées coïncident.

Démonstration. Soient (tn) ⊂ I une suite de points telle que tn > t0 pour tout n et limn→∞ tn = t0

(approche t0 par la droite). Étant donné tn suffisamment proche de t0 il existe τn ∈ I tel que τn < t0 et
|γ(τn)− γ(t0)| = |γ(tn)− γ(t0)|.

Comme γ est une géodésique métrique, nous savons que

dF (γ(τn), γ(t0)) + dF (γ(t0), γ(tn))

dF (γ(τn), γ(tn))
= 1

et en vertu du lemme 2.43 nous obtenons

|γ(τn)− γ(t0)|+ |γ(t0)− γ(tn)|
|γ(τn)− γ(tn)|

→ 1 as n→ ∞.

Nous constatons alors que la droite euclidienne passant par γ(τn) et γ(t0) converge vers la dérivée à gauche
de γ en t0. Comme le triangle γ(τn)γ(t0)γ(tn) est isocèle, en appliquant la formule du cosinus, nous obtenons
que l’angle en γ(t0) entre γ(τn) et γ(tn) tend vers π, ce qui prouve la proposition.

Rappelons la définition d’ensemble des directions limite d’une courbe.

Définition. 2.35 Soit γ : I → R2 une courbe. Nous définissons l’ensemble des directions limites de γ par

DL0(γ) :=

{
γ(tk)

|γ(tk)|
| tk → 0

}′

qui est l’ensemble des points d’accumulation de directions limites (appelé aussi ensemble dérivé des directions
limites) de γ.

Lemme. 2.38 Soient γ : I → R2 et θ ∈ DL0(γ), alors, pour tout ε > 0 pour tout δ > 0, nous avons
Card(γ([0, δ]) ∩ Sθ

ε ) = ∞, où Sθ
ε =

{
(r, ϕ) ∈ R2 | |ϕ− θ| < ε

}
, en coordonnées polaires.

Démonstration. Montrons que si il existe ε > 0 et δ > 0 tels que Card(γ([0, δ]) ∩ Sθ
ε <∞, alors θ n’est pas

la limite d’une sous-suite de ( γ(tk)
|γ(tk)|)k∈N.

Soit t0 = min
{
t ∈ [0, δ] | γ(t) ∈ Sθ

ε

}
, alors pour tout t < t0, nous avons γ(t) /∈ Sθ

ε .
Si il existait une sous-suite (tki) telle que

∠(
γ(tk)

|γ(tk)|
, θ) → 0

alors il existerait K(ε) ∈ N tel que γ(tki) ∈ Sθ
ε pour tout ki > K(ε), ce qui serait une contradiction.
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Chapitre 3

Considérations générales sur les espaces
métriques pseudo-Finslériens

En 1915, Albert Einstein publie "Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie" [Ein16], article fonda-
teur de la relativité générale, théorie vérifiée lors de l’éclipse totale de soleil du 29 mai 1919, faisant alors
passer A. Einstein du statut de physicien très reconnu à celui de personnalité publique internationale. La base
mathématique de cette théorie est la géométrie pseudo-riemannienne, c’est à dire l’étude des variétés munies
d’un tenseur métrique non-défini positif, typiquement, en relativité, de signature (n, 1). Un premier exemple
de ce type de géométrie est celle de l’espace de Lorentz, introduit par Henri Poincaré pour la première fois en
1905 dans le texte connu en France sous le nom de "Mémoire de Palerme" [Poi05]. L’espace-temps de Lorentz
est une géométrie pseudo-riemannienne plate dont le tenseur métrique est constant , c’est le cadre de travail
dans lequel se décrit la relativité restreinte. L’espace de Lorentz est noté Rn,1 et n’est rien d’autre que Rn+1

muni de la forme bilinéaire ⟨x, y⟩ = x0y0 −
∑n

i=1 xiyi. Une telle métrique sépare Rn,1 en trois régions :

• Les vecteurs de type temps :
{
x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ > 0

}
.

• Les vecteurs de type lumière :
{
x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ = 0

}
.

• Les vecteurs de type espace :
{
x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ < 0

}
.

Nous remarquons alors que l’ensemble des vecteurs de type lumière forme un cône convexe de sommet 0 ∈
Rn,1 appelé cône de lumière. De plus, l’ensemble des vecteurs tels que ⟨x, x⟩ = −1 forme un hyperboloïde
asymptotique au cône de lumière. En relativité, la coordonnée x0 représente le temps, et donc, un point de
Rn,1 représente un évènement de l’espace-temps. La vitesse de la lumière étant finie (selon le second postulat
d’Einstein), deux événements de l’espace-temps ne sont pas forcément liés causalement, c’est à dire qu’il
existe des paires d’évènements dans l’espace-temps de Lorentz tels qu’aucune information n’est transmissible
de l’un à l’autre. Mathématiquement, deux évènements x, y ∈ Rn,1 ne sont pas liés causalement si le vecteur
y − x ∈ Rn,1 est de type espace, c’est à dire ⟨y − x, y− x⟩ < 0. Dans le cas contraire, nous dirons que x et y
sont causalement liés et nous noterons x ⪯ y lorsque x0 ≤ y0 et ⟨y − x, y − x⟩ ≥ 0.
Ces notions sont une façon de voir la relativité restreinte. En relativité générale, le cadre de travail est une
variété différentielle dont l’espace tangent en un point est un espace temps muni d’une métrique de signature
(n, 1).
Ces notions se généralisent en géométrie pseudo-finslérienne. De la même manière que la géométrie rieman-
nienne se généralise en géométrie finslérienne.
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3.1. ESPACES-TEMPS MÉTRIQUES

Plus formellement, un espace-temps métrique est un espace topologique de Hausdorff X muni d’une relation
d’ordre partiel ⪯ appelée relation de causalité et d’une fonction continue ρ définie sur l’ensemble {(x, y) ∈
X ×X | x ⪯ y} et que nous appellerons la pseudo-distance. La fonction ρ ne se comportera pas comme une
distance telle que dans la définition 1.1 ; l’inégalité du triangle pour une pseudo-distance s’énonce avec une
inégalité inverse. Ces constructions inhabituelles trouvent leur justification dans la relativité générale. Deux
évènements de l’espace temps sont liés causalement s’il est possible de passer d’un évènement à l’autre via
un signal ne dépassant pas la vitesse de la lumière. De plus, la pseudo-distance entre deux évènements de
l’espace temps est le temps propre de la relativité restreinte.

O

⟨x, x⟩ = 0

x0

x1

x2

b
a

c

FIGURE 3.1 – Dans cet espace-temps de Lorentz, a est de pseudo-norme de Minkowski égale à 1, les vecteurs
a et b ne sont pas liés causalement alors que c ⪯ b et c ⪯ a.

Dans cette section, nous allons définir les objets de base de la géométrie pseudo-métrique et pseudo-finslérienne
pour énoncer et prouver par la suite des résultats de type Busemann-Mayer ([May41]) dans le cadre de ces
géométries de type espace-temps. Cette section est inspirée de [?] et de [Bus67].

3.1 Espaces-temps métriques

Définition 3.1 (Espace-temps métrique). Soit X un espace topologique de Hausdorff. Un triple (X,⪯, ρ) est
appelé un espace-temps métrique si

1. La relation ⪯ est un ordre partiel surX (appelé relation de causalité) tel que {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y}
est fermé dans X ×X et pour chaque point p ∈ X et chaque voisinage U ∋ p il existe x, y ∈ U \ {p}
tels que x ⪯ p et p ⪯ y.

2. La fonction ρ : {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} → [0,∞] est continue, nous l’appelons la pseudo-distance
sur X et qui satisfait les conditions suivantes

(i) ρ(x, x) = 0 et ρ(x, y) ≥ 0 pour tout x ⪯ y.

(ii) Pour tout x, y, z ∈ X tels que x ⪯ y ⪯ z, la fonctionnelle ρ satisfait l’inégalité suivante :

ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) + ρ(y, z).
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3.1. ESPACES-TEMPS MÉTRIQUES

que nous appellerons inégalité causale.

Remarquons si les deux pseudo-distances ρ(x, y) et ρ(y, x) sont définies, alors x = y.

Exemples. 1. Soit T = (V,E) un arbre simplicial dont l’ensemble des sommets est V et l’ensemble des
arêtes est E. Fixons un point base ∗ ∈ V (la racine de l’arbre). Nous munissons V de la topologie
discrète et définissons la relation ⪯ sur V en posant que x ⪯ y si et seulement si l’unique chemin
simplicial de ∗ à y passe par x, puis ρ(x, y) est le nombre d’arêtes de ce chemin. Noter que dans ce cas
l’inégalité causale est toujours une égalité.

2. Dans l’espace de Lorentz Rn,1, la causalité est définie par x ⪯ y si et seulement si ⟨y − x, y − x⟩ ≥ 0

et la pseudo-distance est définie par ρ(x, y) =
√
⟨y − x, y − x⟩.

En voyant ces définitions, il est tentant de vouloir développer une théorie tout à fait semblable au chapitre 1.
Toutefois, dans le cadre de la géométrie des espaces temps, la relation de causalité est à prendre en compte.

3.1.1 Pseudo-normes de Minkowski

Une notion fondamentale dans ce chapitre et le suivant est la suivante :

Définition 3.2. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. On appelle cône de causalité (ou cône
causal) un sous-ensemble C ⊂ X qui est un cône convexe fermé propre de sommet 0 ∈ X (propre signifie
qu’il existe un hyperplan supporteur de C passant par 0 tel que l’intersection entre ce plan et C ne contient que
0).

La donnée d’un cône de causalité sur un espace vectoriel réel de dimension finie C ⊂ X nous permet de
définir la relation de causalité x ⪯ y ⇔ y−x ∈ C. Réciproquement, une relation de causalité induit un cône
de causalité à condition que cette relation soit projective et invariante par translation.

Définition 3.3. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et ⪯ une relation de causalité sur X .

(i) La relation ⪯ est dite invariante par translation si pour tout a ∈ X et pour tout x, y ∈ X nous avons
que si x ⪯ y, alors x+ a ⪯ y + a.

(ii) La relation ⪯ est dite projective si pour tout λ > 0 et pour tout x, y ∈ X , si x ⪯ y, alors λx ⪯ λy.

Proposition 3.4. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. La donnée d’un cône de causalité non-
vide sur X est équivalente à la donnée d’une relation de causalité au sens de la définition 3.1 invariante par
translation et projective sur X .

Démonstration. Soit C ⊂ X un cône de causalité et définissons la relation ⪯ sur X par

x ⪯ y si et seulement si y − x ∈ C. (3.1)

Montrons qu’il s’agit d’une relation de causalité sur X ,

1. La relation ⪯ est un ordre partiel, en effet soient x, y, z ∈ C, alors x ⪯ x car x− x = 0 ∈ C. Si x ⪯ y

et y ⪯ x, alors y− x = x− y ce qui est équivalent à y− x = 0 et alors x = y. Si x ⪯ y et y ⪯ z, alors
y − x ∈ C et z − y ∈ C, or C est un cône convexe, donc y − x + z − y = z − x ∈ C, ce qui implique
que x ⪯ z.
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2. La relation ⪯ est trivialement invariante par translation.

3. Il est clair que {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} = {(x, y) ∈ X ×X | (y − x) ∈ C} est fermé car C est fermé
dans X .

4. Soit p ∈ C \ {0} et Up un voisinage de p, alors comme C est un cône, il existe x, y ∈ Up \ {p} tels que
x ⪯ p ⪯ y. En considérant maintenant un point arbitraire q ∈ X , il existe a ∈ X tel que q = p+a, alors
l’ouvert Uq := Up+a contient q et comme ⪯ est invariante par translation, nous avons x+a ⪯ q ⪯ y+a.

Soit maintenant (X,⪯) un espace vectoriel muni d’une relation de causalité invariante par translation et pro-
jective. Montrons que

C = {x ∈ X | 0 ⪯ x}

est un cône de causalité sur X ,

1. Si x, y ∈ C, alors 0 ⪯ x et 0 ⪯ y, mais comme ⪯ est invariante par translation, nous avons 0+y ⪯ x+y,
et alors 0 ⪯ y ⪯ x+ y et par transitivité de la relation de causalité, nous obtenons x+ y ∈ C.

2. Si x ∈ C, alors 0 ⪯ x, alors pour tout λ > 0, nous avons λ0 ⪯ λx ce qui est équivalent à 0 = λ0 ⪯ λx.

3. Par hypothèse, {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} est fermé. Or le cône C est homéomorphe à

{(0, x) ∈ {0} ×X | 0 ⪯ x} = {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} ∩ ({0} ×X) ,

qui est une intersection de deux ensembles fermés, donc un fermé.

4. Il est clair que 0 ∈ C et que c’est le sommet du cône.

A partir de maintenant, nous supposersons toujours que le cône de causalité est d’intérieur non-vide.
L’appellation de relation causale projective dans la définition précédente est justifiée par le corollaire suivant :

Corollaire 3.5. Soit ⪯ une relation de causalité invariante par translation et projective sur l’espace vectoriel
X , et x, y, z trois points de X tels que z ∈ [x, y]. Si x ⪯ y , alors x ⪯ z ⪯ y.

Démonstration. Soit C le cône de causalité induit par la relation ⪯. Si x ⪯ y, alors (y − x) ∈ C. Mais si
de plus nous avons z ∈ [x, y], alors il existe t ∈ [0, 1] tel que z = ty + (1 − t)x et nous obtenons donc
z − x = t(y − x) ∈ C et y − z = (1− t)(y − x) ∈ C, ce qui implique que x ⪯ z et z ⪯ y.

Nous donnons maintenant une caractérisation des courbes causales dans un espace vectoriel réel de dimension
finie.

Proposition 3.6. Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un cône causal et notons
⪯ la relation de causalité associée . Soit σ : [a, b] → X une courbe continûment différentiable, alors les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) σ̇(t) ∈ C pour tout t ∈ [a, b].

(ii) σ(r) ⪯ σ(s), c’est-à-dire σ(s)− σ(r) ∈ C pour tous r, t ∈ [a, b] tels que r ≤ t.
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Démonstration. (i) ⇐ (ii). Notons X∗ le dual de X et SC = {α ∈ X∗ | α(x) ≤ 0, pour tout x ∈ C}, alors
x ∈ C si et seulement si α(x) ≤ 0 pour tout α ∈ SC , car C est un cône convexe.
Donnons-nous un élément quelconque SC , alors par hypothèse on a α(σ̇(t)) ≤ 0 pour tout t ∈ [a, b]. Définis-
sons la fonction g : t 7→ α(σ(t)), alors ġ(t) = α(σ̇(t)), et donc, en appliquant le théorème des accroissements
finis à g, nous obtenons que pour tout r, s ∈ [a, b] tels que r < s, il existe t0 ∈ [s, r] tel que

α(σ̇(s))(s− r) = α(σ(s))− α(σ(r)) = α(σ(s)− σ(r)).

Par conséquent on a α(σ(s)− σ(r)) ≤ 0, ce qui conclu la preuve car α est un élément quelconque de ∈ SC .

(ii) ⇐ (i). On suppose que pour tous r < s ∈ [a, b] nous avons σ(s)−σ(r) ∈ C. Alors σ(s)−σ(r) ∈ (s−r)C,
ce qui est équivalent à σ(s)−σ(r)

s−r ∈ C, et comme r et s sont arbitraires, nous obtenons

σ̇(t) = lim
ε→0

σ(t+ ε)− σ(t)

ε
∈ C.

Corollaire 3.7. Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un cône causal et notons ⪯ la
relation de causalité. Soient x, y ∈ X , alors x ⪯ y si et seulement s’il existe une courbe σ : [a, b] → X de x
à y telle que σ̇ ∈ C.

Démonstration. Si x ⪯ y, il suffit de prendre la courbe σ : t 7→ ty + (1 − t)x pour 0 ≤ t ≤ 1 et alors pour
tout t, nous avons σ̇(t) = y − x ∈ C.
Inversement, s’il existe une courbe σ : [a, b] → X de x à y telle que σ̇(t) ∈ C pour tout t ∈ [a, b] alors par la
proposition 3.6, nous avons que y − x = σ(b)− σ(a) ∈ C, ce qui veut dire que x ⪯ y.

Quand à la causalité dans un espace vectoriel de dimension finie réel, nous pouvons citer le résultat suivant,
dû à A. D. Alexandrov et revus dans [Pap18a, pages 133-141].

Théorème 3.8. [Ale67] Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un cône causal et notons
⪯ la relation de causalité. Si C n’est pas le produit cartésien d’un rayon et d’un cône de dimension (n − 1),
alors toute bijection ϕ : X → X préservant la relation de causalité est linéaire.

Nous donnons maintenant la définition de pseudo-norme de Minkowski.

Définition 3.9. (Pseudo-norme de Minkowski) Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un cône de causalité. Une pseudo-norme de Minkowski est une fonctionnelle f : C ⊂ X → [0,∞[ satisfai-
sant

1. Positivité : f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ C, f(x) > 0 si x ∈
◦
C et f(0) = 0.

2. Homogénéité positive : f(λx) = λf(x) pour tout x ∈ C et tout λ > 0.

3. Concavité : f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y) pour tout x, y ∈ C et tout 0 < t < 1.

Un triple (X, C, f) où X est espace vectoriel réel de dimension finie, C est un cône de causalité et f est une
pseudo-norme de Minkowski est appelé un espace de Lorentz-Minkowski .

Remarquons de plus que f est continue sur C car −f est convexe.
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Définition 3.10. Soit C un cône causal dans un espace vectoriel X , alors un ensemble B ⊂ C est dit concave
relativement à C si D = C \B est un ensemble convexe.

Définition 3.11. Soit (X, C, f) un espace de Lorentz-Minkowski , on appelle boule unité l’ensemble Bf =

{x ∈ C | f(x) ≤ 1} ⊂ C et l’indicatrice de f est If = {x ∈ C | f(x) = 1}.

Remarque 3.12. • La boule unité d’une pseudo-norme de Minkowski f est concave.
• Nous avons défini un cône de causalité C comme étant un ensemble fermé et une pseudo-norme de

Minkowski f : C → [0,∞[ comme étant positive ou nulle.
Ceci donne plusieurs possibilités pour la boule unité et la pseudo-norme de Minkowski :

1. La boule unité Bf peut être asymptotique au cône de causalité, ce qui correspond à la situation où f
est nulle sur les vecteurs appartenant au bord de C,

2. La boule Bf intersecte le bord de C et alors pour tout x ∈ Bf ∩ (∂C \ {0}) nous avons f(x) > 0 et
f(0) = 0.

Les dénominations "espace-temps" ou "causalité" proviennent du fait que le cône de causalité est, dans le
cas de l’espace temps de la relativité générale, le cône des directions tangentes à une ligne d’univers. Nous
donnons maintenant la définition de pseudo-métrique projective sur un espace vectoriel.

Définition 3.13. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie muni de la structure de pseudo-espace
métrique (X,⪯, ρ), alors nous disons que ρ est projective si pour tout x, y, z ∈ X tels que x ⪯ y ⪯ z et
y = tz + (1− t)x avec t ∈ [0, 1], nous avons

ρ(x, y) + ρ(y, z) = ρ(x, z).

Nous avons un résultat semblable au théorème 1.10, mais pour un espace de Lorentz-Minkowski :

Proposition 3.14. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et supposons que (X,⪯, ρ) est un
espace-temps métrique dont la relation de causalité et la pseudo-distance sont projective et invariante par
translations. Nous pouvons alors définir une structure d’espace de Lorentz-Minkowski (X, C, f) où le cône de
causalité est défini par

C = {x ∈ X | 0 ⪯ x}

et la pseudo-norme de Minkowski f : C → [0,∞[ est donnée par

ρ(x, y) = f(y − x)

Réciproquement, si (X, C, f) est un espace de Lorentz-Minkowski, alors il existe une relation de causalité ⪯
donnée par

(x ⪯ y) si et seulement si (y − x ∈ C) ,

et une pseudo-distance ρ : {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} → R+ projective et invariante par translation donnée
par

ρ(x, y) = f(y − x)

tels que (X,⪯, ρ) est un espace-temps métrique.
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Démonstration. Les équivalences entre cône de causalité et relation de causalité ont été démontrées dans la
proposition 3.4.
Soit (X,⪯, ρ) un espace temps métrique dont la relation de causalité et la pseudo-distance sont invariantes
par translation, alors pour tout a ∈ X , nous avons que x ⪯ y est équivalent à x+ a ⪯ y + a, en particuliers,
0 ⪯ y − x et donc ρ(x, y) = ρ(0, y − x). Soit x ∈ X tel que 0 ⪯ x, alors vérifions que f(x) := ρ(0, x)

satisfait aux axiomes de pseudo-norme de Minkowski.

1. f(x) = ρ(0, x) ≥ 0 et f(0) = ρ(0, 0) = 0.

2. Pour montrer l’homogénéité positive, commençons par montrer que pour x ∈ X et λ, µ ≥ 0 nous avons

f(λx) + f(µx) = f((λ+ µ)x). (3.2)

Ceci vient du fait que λx ∈ [0, (λ+ µ)x] et que ρ est projective, et donc en calculant

f(λx) + f(µx) = ρ(0, λx) + ρ(0, µx)

= ρ(0, λx) + ρ(λx, (λ+ µ)x)

= ρ(0, (λ+ µ)x) = f((λ+ µ)x)

nous avons montré l’équation (3.2). Le lemme 3.2 page 14 de [Pap09] permet alors de montrer (en
utilisant la densité des nombre rationnels dans les réels) que pour tout x ∈ X et pour tout λ ≥ 0 nous
avons f(λx) = λf(x) (ce qui implique également que f(0) = 0).

3. Soient maintenant x ⪯ y, alors par la proposition 3.4, nous avons x, y ∈ C, et donc, comme C est un
cône convexe, nous avons directement que x+ y ∈ C, de plus

f(x+ y) = ρ(0, x+ y) ≥ ρ(0, x) + ρ(x, x+ y) = ρ(0, x) + ρ(0, y) = f(x) + f(y),

ce qui prouve la concavité de f .

Soient x, y ∈ X tels que y − x ∈ C (noter que y − x ∈ C est une relation de causalité, par la proposition 3.4)
et f une pseudo-norme de Minkowski sur X . Montrons que la fonctionnelle définie par ρ(x, y) := f(y − x)

est une pseudo-distance ρ : {(x, y) ∈ X ×X | x ⪯ y} → R+ sur X .

1. ρ(x, x) = f(x− x) = f(0) = 0 et si y − x ∈ C, alors x ⪯ y et ρ(x, y) = f(y − x) ≥ 0.

2. Soient x ⪯ y ⪯ z trois points de X tels que y ∈ [x, z], alors

ρ(x, y) + ρ(y, z) = f(y − x) + f(z − y) ≤ f(y − x+ z − y) = f(z − x) = ρ(x, z).

3.2 Variétés pseudo-finslériennes

Nous allons maintenant définir ce qu’est une structure pseudo-finslérienne sur une variété différentiable. Cette
définition est l’analogue de la définition de métrique finslérienne, excepté que nous somme dans un cadre
espace-temps. Cette définition est inspirée de [PY19] et de [Bus67]. Ce point de vue est plus synthétique et
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plus proche des approches de la géométrie métrique. De plus il y a différents points de vue sur la géométrie
pseudo-finslérienne, dont le très synthétique "point de vue de géométrie convexe".

Étant donné une variété différentiable nous allons définir ce qu’est un champ de cônes sur cette variété, dont
la vocation sera d’induire une relation de causalité, nous pourrons alors définir ce qu’est une métrique pseudo-
finslérienne.

Définition 3.15 (Champ de cônes). SoitM une variété différentiable. Un champ de cônes surM est la donnée
d’un sous-ensemble fermé C ⊂ TM contenant la section nulle et tel que

1. L’intérieur de C ⊂ TM est dense dans C.

2. Pout tout x ∈ M , l’ensemble Cx = C ∩ TxM est un cône convexe de causalité dans de TxM pour tout
x ∈M i.e. un cône convexe fermé, propre et de sommet 0.

Définition 3.16. (Métrique pseudo-finslérienne) Une métrique pseudo-finslérienne sur une variété différen-
tiable M munie d’un champ de cônes C ⊂ TM est la donnée d’une fonction semi-continue supérieurement
f : C ⊂ TM → R telle que f(x,−) est une pseudo-norme de Minkowski sur TxM pour tout x ∈M .

Le triple (M, C, f) où C est un champ de cônes et f est une métrique pseudo-finslérienne sur M est appelé
une variété pseudo-finslérienne.

Définition 3.17. (Courbe causale) Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne. Une courbe causale est une
courbe courbe σ : [a, b] →M qui est C1 par morceaux et telle que pour tout t ∈ [a, b]

lim
ε→0+

σ(t+ ε)− σ(t)

ε
∈ Cσ(t) ⊂ Tσ(t)M et lim

ε→0−

σ(t+ ε)− σ(t)

ε
∈ Cσ(t) ⊂ Tσ(t)M.

C’est à dire que pour tout t, la dérivée à gauche et la dérivée à droite de σ en t appartiennent au cône.

Nous noterons x ⪯ y si deux points sont liés par une courbe causale.

Définition 3.18. Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne faible dont la métrique est continue. Une

courbe différentiable σ : [a, b] →M est dite strictement causale si pour tout t ∈ [a, b], le vecteur σ̇(t) ∈
◦
Cσ(t).

Nous noterons x ≺ y si deux points sont liés par une courbe strictement causale.

Remarque 3.19. Dans la littérature, les notions de causalité sont souvent définies de la manière suivante :
Soient x, y ∈M

1. x≪ y signifie que x ̸= y et x ≺ y.

2. x < y signifie que x ̸= y et que x ⪯ y.

3. x ≤ y signifie que x ⪯ y.

Nous pouvons alors, à partir d’une métrique pseudo-finslérienne sur M , définir une structure de longueurs sur
l’ensemble des points de M liés causalement et ensuite une pseudo-distance sur M .

Définition 3.20. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne et σ : [a, b] →M une courbe causale, alors
la longueur pseudo-finslérienne de σ est définie par

ℓf (σ) =

∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt,
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et la pseudo-distance sur M est donnée par

ρf (x, y) = sup ℓf (σ),

pour x ⪯ y, et où le supremum est pris sur l’ensemble des courbes causales σ : [a, b] → M telles que
σ(a) = x et σ(b) = y.

Proposition 3.21. Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne, alors il existe une métrique Lorentzienne
lisse g sur M telle que C ⊂ {(x, v) ∈ TM | gx(v, v) < 0} et pour tout (x, v) ∈ C, nous avons f(x, v) ≤√
|gx(v, v)|.

Démonstration. (comparer avec le le lemme 4.3 de [PY19]).
Donnons-nous un champ de vecteurs lisse ξ surM tel que pour tout x ∈M , nous avons ξx ∈ Cx et f(x, ξx) =
1. Considérons une métrique riemannienne auxiliaire h surM telle que h(ξ, ξ) ≡ 1 et définissons une métrique
Lorentzienne g par

gx(v, w) = hx(ξx, v)hx(ξ, w)− λ(x)hx(v, w),

pour v, w ∈ TxM , où λ :M → R+ est une fonction lisse positive choisie telle que pour tout v ∈ Cx on a

gx(v, v) = hx(ξ, v)
2 − λ(x)hx(v, v) ≥ f(x, v)2 > 0.

Il est clair que g est une métrique lorentzienne sur M qui possède les propriétés voulues

Remarque 3.22. La preuve de proposition montre également comment définir une relation d’ordre naturelle
entre les structures pseudo-finslériennes, respectant l’inclusion des cônes de causalité.

Corollaire 3.23. Tout point x d’une variété pseudo-finslérienne (M, C, f) admet un voisinage U tel que si
y ∈ U et x ⪯ y alors ρf (x, y) <∞.

Démonstration. Par la proposition 3.21, il existe une métrique pseudo-riemannienne g : TM × TM →
C∞(M) telle que C ⊂ {(x, v) ∈ TM | gx(v, v) < 0} et pour tout x, v ∈ TM , nous avons f(x, v) < gx(v, v).
Ceci implique donc que pour toute courbe causale (dont la dérivée reste dans C) σ : [a, b] →M de x à y, alors
pour tout t ∈ [a, b], nous avons gσ(t)(σ̇(t), σ̇(t) < 0 et

ℓf (σ) =

∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt <

∫ b

a
gσ(t)(σ̇(t), σ̇(t))dt <∞

ce qui implique que ρf (x, y) <∞.

Remarque 3.24. Bien que nous ayons montré qu’une distance pseudo-finslérienne est finie localement sur une
variété, ça n’est à priori pas le cas globalement. La finitude globale de la pseudo-distance n’a pas d’influence
sur les résultats de la suite de cette thèse et nous ne nous inquiétons donc pas de cette question.

Il s’agit maintenant de définir ce qu’est une géodésique dans un espace-temps. Comme dans le cas finslérien
classique, nous n’avons pas suffisamment de différentiablilité pour pouvoir donner une équation différentielle
dont les solutions sont les géodésiques, ni pour optimiser un lagrangien. C’est pourquoi nous allons à nouveau
donner deux définitions de ce que sont les géodésiques dans un espace-temps.
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Définition 3.25. (Géodésique pseudo-métrique) Soit (X,⪯, ρ) un espace-temps métrique. Une courbe causale
σ : [a, b] → X est appelée géodésique pseudo-métrique si pour tout t0 ∈ [a, b] il existe ε > 0 tel que si
r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient r < s < t, alors

ρ(σ(r), σ(s)) + ρ(σ(s), σ(t)) = ρ(σ(r), σ(t)).

Définition 3.26. (Courbe maximisante) Soient (M, C, f) un une variété pseudo-finslérien et σ : [a, b] → M

une courbe causale. On dit que σ est une courbe maximisante si pour tout s, t ∈ [a, b]

ρℓ(σ(s), σ(t)) = ℓf (σ|[s,t]).

Nous allons maintenant énoncer différents points de vue sur la géométrie pseudo-finslérienne, inspirés des
points de vue sur la géométrie finslérienne, toutefois cette façon de voir n’utilise pas les mêmes techniques
car il faut prendre en compte les relations de causalité.

3.2.1 Point de vue de géométrie convexe sur la géométrie pseudo-finslérienne

Nous remarquons dans cette section, que la donnée d’un convexe ne contenant pas l’origine dans l’espace
tangent détermine un cône, donc une relation de causalité, ainsi qu’une boule unité dans ce cône et permet
donc de construire une métrique pseudo-finslérienne.

Définition 3.27 (Convexe De Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons
convexe De Valinor 1 un ensemble D ⊂ X vérifiant les propriétés suivantes :

1. D est ouvert, convexe, non-vide.

2. 0 /∈ D.

3. (Anti-étoilé) Si x ∈ D, alors pour tout λ ≥ 1, nous avons λx ∈ D.

4. D est propre (c’est à dire, ne contient aucune droite).

Nous pouvons alors définir la relation de causalité provenant de la donnée d’un convexe De Valinor.

Définition 3.28. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un convexe De Valinor dans X . Nous
pouvons alors définir un cône sur D de la manière suivante :

CD :=
{
x ∈ X | il existe λ > 0 tel que λv ∈ D

}
,

où D désigne l’adhérence de D. Nous définissons également l’ensemble

B = C \ D,

appelé boule unité.

1. "Valinor était béni, car les immortels y habitaient, et rien ne se flétrissait ni ne se desséchait, et les fleurs et les feuilles n’avaient
aucune tache dans ce pays, et rien de ce qui vivait ne se gâtait ni ne tombait malade ; car même les pierres et les eaux étaient saintes."
Valinor est une région fictive qui appartient au légendaire de l’écrivain britannique J. R. R. Tolkien, décrite dans Le Silmarillion.
L’idée de cette terminologie a été suggérée par Constantin Vernicos.
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Nous remarquons que B = C \ D et que cet ensemble est étoilé.

Nous allons maintenant voir que la donnée d’un convexe De Valinor dans un espace vectoriel de dimension
finie est équivalente à la donnée d’une pseudo-norme de Minkowski.

Définition 3.29 (Jauge de Lorentz-Minkowski). Soient X un espace vectoriel de dimension finie, D ⊂ X un
convexe De Valinor. La jauge de Lorentz-Minkowski de D est la fonction fD : CD → R+ donnée par

fD(v) = sup
{
t ≥ 0 | v ∈ tD

}
.

D

0

FIGURE 3.2 – Un exemple de convexe De Valinor D et le cône de causalité associé.

Remarque 3.30. Voici quelques conséquences immédiates des définitions.
• La jauge de Lorentz-Minkowski fD est strictement positive sur CD \{0} si et seulement si la boule unité
B est bornée.

• D = {v ∈ CD | fD(v) > 1}.
• D =

{
v ∈ CD | fD(v) ≥ 1

}
.

• B = {v ∈ CD | fD(x) < 1}.
• B =

{
v ∈ CD | fD(x) ≤ 1

}
.

Proposition 3.31. Soit D un convexe De Valinor dans un espace vectoriel de dimension finie X , alors CD est
un cône causal et la jauge fD est une pseudo-norme de Minkowski.

Démonstration. Le fait que CD est un champ de cônes convexes fermés propres de sommet 0 dans chaque
espace tangent est trivial par la définition 3.28. Pour x, y, en posant x ⪯ y si et seulement si y − x ∈ CD la
proposition 3.4 montre que ⪯ est une relation de causalité.
Il s’agit maintenant de voir que fD est une pseudo-norme de Minkowski.

1. Soit x ∈ CD, alors
fD(x) = sup

{
t ≥ 0 | x ∈ tD

}
≥ 0

de plus, si x ∈
◦
CD, nous avons

fD(x) = sup
{
t ≥ 0 | x ∈ tD

}
> 0
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et

fD(0) = sup
{
t ≥ 0 | 0 ∈ tD

}
= 0.

2. De plus, étant donné λ > 0, pour x ∈ CD, λx ∈ CD et

fD(λx) = sup
{
t ≥ 0 | λx ∈ tD

}
= sup

{
λs > 0 | x ∈ sD

}
= λ sup

{
s > 0 | x ∈ sD

}
= λfD(x),

où nous avons posé t = λs.

3. Commençons par remarquer que fD(x) > s est équivalent à x
s ∈ D.

Soient x, y ∈ CD tels que
x

s
∈ D et

y

t
∈ D.

La convexité de D implique que x+y
s+t ∈ D, or si nous prenons fD(x) > s et fD(y) > t, nous obtenons

fD(x+ y) > s+ t et en passant au supremum, nous obtenons

fD(x) + fD(y) ≤ fD(x+ y).

Nous avons donc prouvé que dans un espace vectoriel de dimension finie, la donnée d’un convexe De Valinor
D ⊂ X induit une structure d’espace de Lorentz-Minkowski sur X .

Remarque 3.32. Le point 4 de la définition 3.27 implique que D n’est pas borné. Toutefois, il serait possible
de se donner un ensemble D ⊂ X borné, puis de l’étendre en un ensemble D+ ⊂ X qui serait anti-étoilé sans
changer le cône causal et la pseudo-norme de Minkowski.

Considérons maintenant un champ de convexes De Valinor sur une variété, et montrons que ceci induira une
structure de variété pseudo-finslérienne, de la même manière que dans l’approche de géométrie convexe de la
géométrie finslérienne faible.

Définition 3.33 (Champ de convexes De Valinor). Soit M une variété différentiable. Un champ de convexes
De Valinor est sous-ensemble ouvert D ⊂ TM tel que Dx := TxM ∩ D est un convexe De Valinor dans
l’espace vectoriel TxM .

A partir d’un champ de convexes De Valinor D ⊂ TM on peut définir le champ de cône

C = CD :=
{
(p, v) ∈ TM | il existe λ > 0 tel que λv ∈ D

}
.

On considère aussi l’ensemble B = C \ D, alors Cx = C ∩ TxM et Bx = B ∩ TxM sont le cône causal et la
boule unité au point x ∈M . On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.34. Soit M une variété différentiable, alors la donnée d’un champ de convexes De Valinor D
sur TM est équivalente à la donnée d’un champ de cônes C et d’une métrique pseudo-finslérienne fD sur
(M, C).
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Démonstration. La proposition 3.31 permet de démontrer cette équivalence, car chaque espace tangent de la
variété M est un espace de Lorentz Minkowski. En effet, étant donné une structure pseudo-finslérienne sur
M , il suffit de considérer le cône de causalité de la pseudo-métrique et le complémentaire de la boule unité
comme convexe De Valinor.

Il faut montrer que la pseudo-métrique obtenue par cette construction est semi-continue supérieurement.
En effet, nous avons que si fD est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, alors pour λ > 0, les ensembles
{(x, v) ∈ TM | f(x, v) < λ} sont homéomorphes à la boule unité, et donc ouverts à l’intérieur de CD, par
conséquent fD est semi-continue supérieurement dans C.

Nous noterons parfois (M,D) pour une variété pseudo-finslérienne, cette notation est justifiée par la proposi-
tion précédente.

Nous avons donc une façon plus synthétique de voir une géométrie pseudo-finslérienne, ce qui nous servira à
démontrer des théorèmes tels que ceux de [May41], mais en géométrie pseudo-finslérienne. De même, cette
construction permet de définir une métrique pseudo-finslérienne à l’extérieur d’un convexe.

Observons que l’ordre mentionné dans la remarque 3.22 correspond à l’inclusion des convexes De Valinor.

Exemples. 1. En suivant la construction de Athanase Papadopoulos et Sumio Yamada (voir [PY19]), nous
définissons un analogue pseudo-finslérien de la métrique de Funk sur le complémentaire d’un domaine
convexe.

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert convexe ne contenant aucune droite, nous considérons alors la variété M =

Rn \ Ω et définissons le champ de convexes De Valinor D ⊂ TM de la manière suivante :

D = {(x, v) ∈ TM | il existe λ ≤ 1 tel que x+ λv ∈ Ω} .

Cette construction induit un champ de cônes sur M , nous avons

CD = {(x, v) ∈ TM | il existe λ > 0 tel que x+ λv ∈ Ω} .

Étant donnés x, y ∈ M , nous avons donc x ⪯ y s’il existe une courbe différentiable σ : [a, b] → M de
x à y telle que pour tout t ∈ [a, b] nous avons σ̇(t) ∈ C.

Nous définissons alors la métrique pseudo-finslérienne de Funk fΩ : CD → R+ de la manière suivante :

fΩ(x, v) = fDx(v) = sup
{
t ≥ 0 | v ∈ tDx

}
.

Étant donnés x, y ∈M tels que x ⪯ y, la pseudo-distance induite par fΩ est

ρΩ(x, y) = log
|p(x, y)− x|
|p(x, y)− y|

où p(x, y) est le point d’intersection entre le rayon x + λ(y − x) (pour λ > 0) et le bord de Ω, et
|.| est la norme euclidienne sur Rn. La preuve que ρΩ est bien la pseudo-distance provenant de fΩ se
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trouve dans [PY19]. Il est clair que cette pseudo-distance est projective. Nous avons donc défini une
pseudo-métrique projective canonique à l’extérieur d’un convexe de Rn.

2. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie, nous pouvons construire une famille de pseudo-
normes de Minkowski sur X × R à partir d’un convexe Ω ⊂ X , que nous supposons ouvert, borné et
contenant l’origine.

Pour p ≥ 1, nous définissons le convexe De Valinor D ⊂ X × R par

D =
{
(x, t) ∈ X × R | t > 1 et x ∈ (tp − 1)

1
p · Ω

}
.

Le cône associé à D est donné par

CD =
{
(x, t) ∈ X × R | t ≥ 0 et x ∈ t · Ω

}
,

et la boule unité pour cette pseudo-norme de Minkowski est

BD = CD \ D =
{
(x, t) ∈ X × R | 0 ≤ t < 1 et x ∈ (tp − 1)

1
p · Ω

}
.

La pseudo-norme de Minkowski fD : CD → R+ est alors donnée par

fD(x, t) = (|t|p − (F (x))p)
1
p

où F : X → R+ est la jauge de Minkowski de Ω.

Observons qu’en choisissant que Ω est un cube centré en 0, pour p = 1 nous avons construit une
pseudo-norme analogue à la norme de Manhattan.

De même, si Ω est une boule euclidienne centrée en 0 et p = 2 nous retrouvons la métrique de Lorentz-
Minkowski de la relativité restreinte.

Cette construction permet d’obtenir une variété pseudo-finslérienne f sur M × R à partir d’une variété
finslérienne (M,F ) en procédant à la même construction sur chaque espace tangent après avoir choisi
Ω comme étant la boule unité pour F .

En utilisant l’approche "géométrie convexe" des géométries pseudo-finslériennes, nous pouvons mieux com-
prendre le comportement des géodésiques pseudo-métriques. Pour ceci, nous aurons besoin de considérer une
variété pseudo-finslérienne (M, C, f), son espace tangent TM et son espace cotangent T ∗M .

Définition 3.35. Soit (M,D) une variété différentiable munie d’un champ de convexes De Valinor dont le
champ de cône associé est noté C ⊂ TM . Pour tout x ∈M , définissons

1. La co-boule unité pour fD par

B∗
x = {θx ∈ T ∗

xM | θx(v) ≥ fD(x, v) pour tout v ∈ Cx} .

2. Soit v ∈ C, alors l’ensemble des plans de support de Bx en v est défini par

B∗
x,v = {θx ∈ B∗

x | θx(v) = fD(x, v)} .
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3. La face de Bx en direction de v ∈ TxM , de dimension minimale est alors donnée par

Facex,v(Bx) =
{
w ∈ ∂Bx | θx(w) = 1 pour tout θx ∈ B∗

x,v

}
.

4. Nous pouvons alors définir le cône sur la Facex,v(Bx) en direction de v ∈ TxM de la manière suivante :

CônefD,x(v) =
{
w ∈ C | θx(w) = fD(x,w) pour tout θx ∈ B∗

x,v

}
.

Ces différentes notions provenant de la géométrie convexe vont permettre de caractériser les géodésiques
pseudo-métriques dans une variété pseudo-finslérienne.

Commençons par décrire les différentes propriétés de l’ensemble Cônef,x(v).

Lemme 3.36. Soient (M,D) une variété pseudo-finslérienne, x ∈M et v ∈ Cx ⊂ TxM non-nul, alors

1. CônefD,x(v) est un cône convexe inclu dans C.

2. Si w = w1 + w2 avec w1, w2 ∈ CônefD,x(v) non-nuls, alors

fD(x,w) = fD(x,w1) + fD(x,w2).

3. Si w = w1 + w2 avec w1, w2 non-nuls mais n’appartenant pas à un même cône de face, alors

fD(x,w) > fD(x,w1) + fD(x,w2).

Démonstration. 1. Soit v ∈ C, il est trivial par la linéarité des formes qui décrivent cônefD,x(v), que pour
tout w ∈ Cx et tout λ > 0, si w ∈ cônefD,x(v), alors λw ∈ cônefD,x(v).
Il s’agit donc de montrer que cônefD,x(v) est convexe. Soient alors w1, w2 ∈ cônefD,x(v), il faut
montrer que w1 + w2 ∈ cônefD,x(v). Nous savons par définition que pour θx ∈ B∗

x,v,

θx(w1 + w2) ≥ fD(x,w1 + w2) ≥ fD(x,w1) + fD(x,w2) = θx(w1) + θx(w2) = θx(w1 + w2)

ce qui force les égalités partout, et donc w1 + w2 ∈ cônefD,x(v), qui est donc bien un cône convexe
contenu dans C.

2. Commençons par remarquer que par le point précédent, si w1, w2 ∈ cônefD,x(v), alors w1 + w2 ∈
cônefD,x(v) ⊂ C. Ainsi nous avons, pour tout θx ∈ B∗

x,v,

fD(x,w1 + w2) = θx(w1 + w2) = θx(w1) + θx(w2) = fD(x,w1) + fD(x,w2)

ce qui prouve ce point.

3. Si w = w1 + w2 avec w1, w2 ∈ C \ cônefD,x(v), nous remarquons d’abord que w = w1 + w2 ∈ C, car
C est un cône convexe.
Comme w1, w2 /∈ cônefD,x(v), il existe θ̃x ∈ B∗

x,v tel que θ̃x(w1) > fD(x,w1) et θ̃x(w2) > fD(x,w2).
Ceci implique alors que
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fD(x,w1 + w2) = θ̃x(w1 + w2) = θ̃x(w1) + θ̃x(w2) > fD(x,w1) + fD(x,w2)

ce qui prouve ce point.

Remarque 3.37. Les points 2. et 3. de ce lemme impliquent la chose suivante :

w1 + w2 ∈ CônefD,x(v) si et seulement si fD(x,w1 + w2) = fD(x,w1) + fD(x,w2).

Nous rappelons la définition d’une géodésique pseudo-métrique.

Définition 3.25 (Géodésique pseudo-métrique).
Soit (X,⪯, ρ) un espace-temps métrique. Une courbe causale σ : [a, b] → X est appelée géodésique pseudo-
métrique si pour tout t0 ∈ [a, b] il existe ε > 0 tel que si r, s, t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] vérifient r < s < t,
alors

ρ(σ(r), σ(s)) + ρ(σ(s), σ(t)) = ρ(σ(r), σ(t)).

Ce lemme et cette remarque impliquent directement le résultat suivant :

Théorème 3.38. Soit (X,D) un espace de Lorentz-Minkowski dont le convexe De Valinor est D. Soit σ :

[a, b] → X une courbe causale, alors σ est une géodésique pseudo-métrique pour fD si et seulement si pour
tout a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b,

σ(t2)− σ(t1) ∈ CônefD(σ(t3)− σ(t1)) et σ(t3)− σ(t2) ∈ CônefD(σ(t3)− σ(t1)).

Démonstration. Nous commençons par rappeler que si σ est une courbe causale, alors pour tout a ≤ s < t ≤
b, nous avons que σ(s) ⪯ σ(t).

La preuve est immédiate par la remarque précédente, car pour deux point v ⪯ w de X , nous définissons
ρfD(v, w) = fD(w − v), et donc si pour tout a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b nous avons σ(t2) − σ(t1) ∈
CônefD(σ(t3) − σ(t1)) et σ(t3) − σ(t2) ∈ CônefD(σ(t3) − σ(t1)), alors pour tout a ≤ t1 < t2 < t3 ≤ b,
nous avons ρfD(σ(t1), σ(t3)) = ρfD(σ(t1), σ(t2)) + ρfD(σ(t2), σ(t3), ce qui prouve le théorème.

Un corollaire direct de ce théorème est le suivant :

Corollaire 3.39. Soit (X,D) un espace de Lorentz-Minkowski dont le convexe De Valinor est strictement
convexe, alors l’unique géodésique reliant deux points x, y ∈ X tels que x ⪯ y est le segment affine [x, y].

Démonstration. On sait que la pseudo-distance ρ dans un espace de Lorentz-Minkowski est projective, i.e.
le segment [x, y] est géodésique. Il s’agit de montrer qu’il n’y a pas d’autre géodésiques reliant ces deux
points. Par le théorème 3.38, nous savons que toute corde d’une géodésique pseudo-métrique est contenue
dans le cône construit sur une face de la boule unité. Or, la boule unité étant strictement concave (car D est
strictement convexe), il n’y a pas de face contenant plus qu’un point du bord de la boule ∂B, et donc le cône
est une droite euclidienne passant par 0 et x, ce qui force toute géodésique pseudo-métrique à être une unique
droite euclidienne.
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3.2.2 Longueur intrinsèque

De la même façon qu’en géométrie finslérienne, nous pouvons nous demander quand est-ce que la longueur
induite par une métrique pseudo-finslérienne est une longueur intrinsèque intrinsèque. Ces deux questions
sont liées et nous en apporterons une réponse dans la section 2 du chapitre 4.

Définition 3.40. Soit (X,⪯, ρ) un espace-temps métrique et soit σ : [a, b] → X une courbe causale dans X ,
la longueur intrinsèque de σ est définie par

ℓ(σ) = inf

n−1∑
i=0

ρ(σ(ti), σ(ti+1))

où l’infimum est pris sur les partitions a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = b de [a, b].
Une courbe causale dont la longueur intrinsèque est nulle est appelée courbe de type lumière.

Notons que nous avons utilisé le même terme pour la longueur intrinsèque que dans le chapitre 1, toutefois
la confusion ne sera pas possible, car le contexte de l’utilisation de ces deux longueurs intrinsèques est très
différent.
La question qui se pose alors, et dont nous allons parler au chapitre 4, et de savoir sous quelles conditions
la longueur pseudo-finslérienne coincide avec la longueur intrinsèque pour la pseudo-distance induite par la
métrique pseudo-finslérienne.

3.2.3 Autres travaux

Pour conclure ce chapitre, mentionnons que l’étude des espaces pseudo-finslériens et des structures causales
synthétiques est un sujet actuellement très actif. A titre d’exemples, mentionnons l’article [KS18] de M. Kun-
zinger et C. Sämann qui étudie une notion de courbures métriques de type CAT(κ) dans le contexte des
espaces de longueurs Lorentzien et celui de E. Minguzzi qui considère l’hyperbolicité globale des structures
pseudo-finslériennes [Min19]. Dans l’appendice de [JS20], M.A. Javaloyes et M. Sánchez survolent les dif-
férents points de vues sur la géométrie pseudo-finslérienne donnés par 6 auteurs différents. La question de
la finitude d’une pseudo-distance est étudiée par A. Rennie et B.E. Whale dans [RW16]. De plus, Athanase
Papadopoulos, dans [Pap18a] a écrit un article de review sur la chronogéométrie d’Alexandrov [Ale67].
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Chapitre 4

Théorèmes de type
Busemann-Mayer-Kobayashi dans le
contexte pseudo-Finslérien

Le but de ce chapitre est de démontrer des résultats analogues aux résultats de Busemann-Mayer-Kobayashi
([May41],[Kob91]), unifiés et réexpliqués dans le chapitre 2. Toutefois ces résultats seront démontrés dans le
cadre des variétés pseudo-finslériennes, donc dans un contexte de géométrie de type espace-temps, prenant en
compte la notion de causalité, telle qu’expliquée dans le chapitre 3. Nous allons nous inspirer des techniques
de preuve utilisées par Busemann-Mayer dans [May41], tout en les adaptant aux objets sur lesquels nous
travaillons. Les hypothèses des théorèmes seront également différentes de celle du chapitre 2 étant donné que,
par exemple, nous ne considérerons que des courbes causales. Le travail d’adaptation des problématiques, de
même type que celles du chapitre 2 aux variétés pseudo-finslériennes, a demandé de développer la vision du
chapitre 3 des espaces pseudo-finslériens faibles.

4.1 Théorème de concavification de type Busemann-Mayer-Kobayashi

Dans cette section, nous considérons une variété différentiable M munie d’une structure pseudo-finslérienne
donnée par la jauge de Lorentz-Minkowski associée à un champ de d’ensembles De Valinor D qui sont anti-
étoilés par rapport à l’origine, mais pas forcément convexes (voir le chapitre 3).
Nous démontrons un théorème de concavification de jauge de Minkowski de type espace-temps, inspiré par
le théorème 2.3 et par les techniques utilisées pour démontrer ce dernier. Une des idées clé du théorème 2.3
est que les géodésiques suivent les directions extrêmes de la boule unité de la métrique finslérienne. Il a donc
fallu traduire ceci en langage propre à la géométrie pseudo-finslérienne, puis comprendre comment adapter
les arguments finslérien au contexte pseudo-finslérien.
Nous commençons par travailler dans un espace vectoriel réel de dimension finie X , qui aura le rôle de
l’espace tangent en un point de M . Si l’ensemble De Valinor D ⊂ X n’est pas convexe, alors la jauge de
Lorentz-Minkowski sur X associée à D n’est pas forcément une pseudo-norme de Minkowski et nous la
noterons ϕ = ϕD. Notons que ϕ ne satisfait pas forcément l’inégalité causale. Les premiers résultats sont des
théorèmes de géométrie convexe de type Minkowski-Carathéodory [Web94], mais dans un cadre causal.
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Nous introduisons d’abord quelques définitions adaptées des définitions 3.27, 3.28 et 3.31 pour préciser ce
qui a été décrit ci-dessus.

Définition 4.1 (Ensemble De Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons en-
semble De Valinor un ensemble D ⊂ X vérifiant les propriétés suivantes :

1. D est ouvert, connexe, non-vide, et contenu dans un cône causal.

2. 0 /∈ D.

3. (Anti-étoilé) Si x ∈ D, alors pour tout λ ≥ 1, nous avons λx ∈ D.

Définition 4.2. • Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un ensemble De Valinor dans X .
Nous pouvons alors définir un cône sur D de la manière suivante :

CD :=
{
x ∈ X | il existe λ > 0 tel que λv ∈ D

}
,

où D désigne l’adhérence de D.
• L’ensemble

B = C \ D

est appelé boule unité.
• La jauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor D est la fonction ϕD : CD → R+ donnée par

ϕD(v) = sup
{
t ≥ 0 | v ∈ tD

}
.

• Si ϕD : CD → R+ est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, la jauge de Lorentz-Minkowski de l’enve-
loppe convexe Conv(D) sera appelé le concavifié de ϕ, et on la notera fConv(D), ou plus simplement f
s’il n’y a pas de risque de confusion.

Remarque 4.3. • Un ensemble De Valinor qui est convexe s’appelle un convexe De Valinor (voir défini-
tion 3.27).

• Le concavifié d’une jauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor est une pseudo-norme de
Minkowski (voir définition 3.9) .

• Le cône CD est un cône de causalité au sens du chapitre 3, c’est-à-dire convexe, fermé, d’intérieur non
vide et de sommet 0.

Lemme 4.4. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D ⊂ X un ensemble De Valinor tel que la
boule B ⊂ CD est bornée. Pour tout v ∈ Conv(D) il existe λ > 0, w0, . . . , wn ∈ D et des nombres positifs
{ti}ni=1tels que

∑m
i=1 ti = 1 et

λv =
m∑
i=1

tiwi (4.1)

Démonstration. Soit λ > 0 tel que λv ∈ D. Nous pouvons appliquer le théorème de Minkowski-Carathéodory
(lemme 2.10) à λv et D, ce qui prouve le lemme.

Nous pouvons donc démontrer un analogue du théorème 2.12 mais dans un cadre causal.
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D

0

FIGURE 4.1 – Un exemple d’ensemble De Valinor D et le cône de causalité associé. En pointillés le concavifié
de D

Théorème 4.5. Soient X un espace vectoriel et D ⊂ X un ensemble De Valinor tel que la boule unité
B ⊂ CD est bornée. Notons ϕ = ϕD : CD → R+ la jauge de Lorentz-Minkowski de D et f : CConv(D) → R+

le concavifié de ϕ. Alors pour tout v ∈ CD, il existe des points extrêmes z1, . . . , zN de D tels que

v = z1 + · · ·+ zN et
N∑
i=1

ϕ(zi) = f(v).

Démonstration. Par définition, il existe λ > 0 tel que λv ∈ D (il faut choisir λ > 1/ϕ(v)). En posant
f(v) = r, par homogénéité nous avons f(λv) = λr, alors λv ∈ λr (Conv(D)), et donc il existe {ti}Ni=1 tels
que

∑N
i=1 ti = 1 et {wi}Ni=1 des points extrêmes de D tels que

λv =

N∑
i=1

tiwi,

c’est-à-dire v =
N∑
i=1

ti
λ
wi. Nous obtenons alors

N∑
i=1

ϕ

(
ti
λ
wi

)
=

N∑
i=1

ti
λ
ϕ(wi) =

N∑
i=1

ti
λ
λr = f(v),

car ϕ(wi) = 1 pour tout i. En posant zi =
ti
λ
wi nous avons démontré le théorème.

Montrons à présent un théorème de type Busemann-Mayer-Kobayashi (voir théorème 2.3) dans sa version
espace-temps, incluant les questions de causalité.

Théorème 4.6. Soient X un espace vectoriel de dimension finie muni d’un ensemble De Valinor D tel que la
boule B ⊂ CD est bornée. Soit ϕ : CD → R+ la jauge de Lorentz-Minkowski de D et f : CConv(D) → R+ la
jauge de Lorentz-Minkowski associée à l’enveloppe convexe de D, alors pour tout x, y ∈ C tels que x ⪯ y,
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nous avons
ρϕ(x, y) = ρf (x, y) (= f(y − x)) .

Démonstration. Par définition, comme Conv(D) ⊃ D, nous avons immédiatement que pour tout v ∈ C,
f(v) ≥ ϕ(v). Par conséquent, pour tout x, y ∈ C tels que x ⪯ y, nous avons ρf (x, y) ≥ ρϕ(x, y), ce qui
montre l’une des deux inégalités.

Montrons maintenant que pour tout x, y ∈ C tels que x ⪯ y, on a ρf (x, y) ≤ ρϕ(x, y). Pour montrer ceci,
considérer le vecteur v = y − x ∈ C. Nous savons que les pseudo-métriques de Minkowski sont des pseudo-
distances projectives par la proposition 3.14, donc

f(v) = f(y − x) = ρf (x, y) = ℓf ([x, y]).

Il s’agit alors de construire une courbe causale σ̃, de x vers y, telle que ℓϕ(σ̃) ≥ ℓf ([x, y]). Par le théorème 4.5,
nous savons qu’il existe z1, . . . , zN des points extrêmes de D tels que v = z1+· · ·+zN et

∑N
i=1 ϕ(zi) ≥ f(v).

En notant σ̃ la courbe polygonale passant par z1, z1 + z2, . . . , z1 + · · ·+ zN = v, nous avons

ℓϕ(σ̃) =
n∑

i=1

ϕ(zi) ≥ f(v)

et en passant au supremum des longueurs de courbes causales, nous obtenons bien l’inégalité voulue.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons des métriques pseudo-finslériennes continues sur une variété
M , dont la boule unité est bornée dans chaque espace tangent. Le premier résultat affirme que les longueurs
pseudo-finslériennes s’approximent bien par des morceaux de longueurs calculés avec la métrique pseudo-
finslérienne “fixée en un point”, c’est-à-dire une approximation Lorentz-Minkowski de la métrique pseudo-
finslérienne. La définition suivante précise cette idée, pour la formuler nous nous plaçons dans une carte U de
la variété M .

Définition. 3.18 Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne faible dont la métrique est continue. Une

courbe différentiable σ : [a, b] →M est dite strictement causale si pour tout t ∈ [a, b], le vecteur σ̇(t) ∈
◦
Cσ(t).

Nous noterons x ≺ y si deux points sont liés par une courbe strictement causale.

Remarque 4.7. Soit U ⊂M une carte deM et σ : [a, b] → U une courbe strictement causale, alors pour toute
partition {ti} ⊂ [a, b] suffisamment fine, le vecteur σ(ti+1) − σ(ti) est dans le cône Cσ(ti). Ceci est clair car
l’intérieur du cône est ouvert et la condition d’être une courbe strictement causale est une condition ouverte.

Définition 4.8. Soient f : TU → R+ une métrique pseudo-finslérienne faible continue et une courbe stric-
tement causale σ : [a, b] → U . Soit {t0, t1, ..., tN} une subdivision de [a, b]. On définit l’approximation
Lorentz-Minkowski de la longueur de σ pour la subdivision {ti} par

SF
N :=

N∑
k=1

f(σ(ti−1), σ(ti)− σ(ti−1)).
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Dans le domaine de coordonnées U , étant donné une courbe causale σ : [a, b] → U et une partition {ti}Ni=0,
nous noterons xi = σ(ti), ∆xi = xi − xi−1 et ∆ti = ti − ti−1.

Théorème 4.9. Soit f : U → R+ une métrique pseudo-finslérienne continue sur un ouvert de carte d’une
variété M et soit σ : [a, b] → U une courbe strictement causale, alors pour tout ε > 0, il existe une partition
{ti} de [a, b] telle que

|ℓf (σ)− Sf
N | < ε.

Démonstration. Soit σ :→ U une courbe causale, nou avons alors que, pour toute partition {ti}Ni=0 la diffé-
rence entre ℓf (σ) et Sf

N peut être estimée de la façon suivante :

∣∣∣ℓf (σ)− Sf
N

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt−

N∑
i=1

f(xi−1,∆xi)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt−

N∑
i=0

f(σ(ti−1), σ̇(ti−1))∆ti

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
N∑
i=0

f(σ(ti−1), σ̇(ti−1))∆ti −
N∑
i=0

f(xi,
∆xi
∆ti

)∆ti

∣∣∣∣∣
Étant donné ε > 0, par définition de l’intégrale de Riemann, nous pouvons choisir une partition de [a, b]

telle que |
∫ b
a f(σ(t), σ̇(t))dt −

∑N
i=0 f(σ(ti−1), σ̇(ti−1))| < ε

2 . De plus, comme f est continue en ses deux
variables et homogène positive, lorsque la partition est suffisamment fine pour que |σ̇(ti−1) − ∆xi

∆ti
| < δ(ε),

nous avons

|
N∑
i=0

f(σ(ti−1), σ̇(ti−1))∆ti −
N∑
i=0

f(xi−1,
∆xi
∆ti

)∆ti|

= |
N∑
i=0

[
f(σ(ti−1), σ̇(ti−1))− f(xi−1,

∆xi
∆ti

)

]
∆ti| ≤

ε

2
.

Cela implique que pour tout ε > 0, il existe une partition {ti}Ni=0 suffisamment fine pour que

|ℓf (σ)− Sf
N | < ε.

Nous avons donc un théorème d’approximation de la longueur pseudo-finslérienne d’une courbe causale par
des morceaux de courbe mesurés avec une pseudo-métrique de Minkowski.

Définition 4.10. Un champ d’ensembles De Valinor sur une variétéM est un sous-ensemble ouvert D ⊂ TM

tel que pour tout x ∈M , l’ensemble Dx = D ∩ TxM est un ensemble De Valinor.

Définition 4.11. (i) Soient M une variété différentiable et D ⊂ TM un champ d’ensembles De Valinor sur
M . Nous pouvons alors définir un champs de cônes sur D de la manière suivante :

CD :=
{
(x, v) ∈ TM | il existe λ > 0 tel que λv ∈ Dx

}
,
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où Dx désigne l’adhérence de Dx.

(ii) L’ensemble
B = C \ D

est appelé champ de boules unité.

(iii) La jauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor D est la fonction ϕD : CD → R+ donnée par

ϕD(x, v) = sup
{
t ≥ 0 | v ∈ tDx

}
.

(iv) Si ϕD : CD → R+ est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, la jauge de Lorentz-Minkowski de l’enve-
loppe convexe Conv(D) sera appelé le concavifié de ϕ.

Remarque 4.12. Soit D un champ d’ensembles De Valinor induisant une jauge de Lorentz-Minkowski sur
la variété M , et en considérant l’ensemble Conv(D) =

⋃
x∈M Conv(Dx), la jauge de Lorentz-Minkowski

associée à l’enveloppe convexe de D est une métrique pseudo-finslérienne (proposition 3.31). Nous noterons
alors cette métrique f ou fConv(D).

En utilisant les résultats précédents, nous pouvons démontrer une version pseudo-finslérienne du résultat de
Busemann-Mayer-Kobayashi (2.3).

Théorème 4.13. Soit M une variété différentiable munie d’un champ d’ensembles De Valinor D. Soient ϕ la
jauge de Lorentz-Minkowski de D et f son concavifié, nous supposons de plus que ϕ et f sont continues, alors
pour toute paire de points x, y ∈ CD tels que x ⪯ y, on a

ρϕ(x, y) = ρf (x, y).

Démonstration. Observons d’abord que si x et y sont deux points de M tels que x ⪯ y, alors ρf (x, y) ≥
ρϕ(x, y),. En effet, pour tout p ∈M et tout v ∈ Cp, nous avons f(p, v) ≥ ϕ(p, v).

Nous devons donc prouver l’inégalité inverse ρf (x, y) ≤ ρϕ(x, y). Pour cela, considérons une courbe causale
σ : [a, b] → M telle que σ(a) = x et σ(b) = y et montrons que pour tout ε > 0, il existe une courbe causale
C1 par morceaux σ̂ : [a, b] →M telle que σ̂(a) = x et σ̂(b) = y et satisfaisant

ℓϕ(σ̂) ≥ ℓf (σ)− ε.

Nous supposons maintenant, sans perdre de généralité que la courbe σ est contenue dans le domaine d’une
carte. Commençons par noter que, par le lemme 4.9, pour tout ε > 0 il existe une partition {ti}Ni=1 de [a, b]

telle que
|Sf

N − ℓf (σ)| < ε.

En considérant alors seulement le vecteur ∆xi = σ(ti)−σ(ti−1) et en appliquant le théorème 4.6 à ce vecteur,
nous obtenons qu’il existe z1, . . . , zn des points extrêmes de Cσ(ti) \Bσ(ti) tels que ∆xi = z1 + · · ·+ zn et

n∑
i=1

ϕ(σ(ti), zi) ≥ f(σ(ti),∆xi).
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Soit donc σ̂i la courbe polygonale passant par z1, z1 + z2, . . . , z1 + z2 + · · ·+ zn. Nous avons donc

ℓϕ(σ̂i) ≥ f(σ(ti),∆xi).

Nous pouvons alors définir σ̂ comme la concaténation des σ̂i, la longueur de σ̂ est donc la somme des lon-
gueurs des σ̂i et nous obtenons

ℓϕ(σ̂) =
∑
i

ϕ(σ(ti), σ̂i) ≥
∑
i

f(σ(ti),∆xi) = Sf
n − nε ≥ ℓF (σ)− ε,

ce qui démontre le théorème.

4.2 Longueur intrinsèque pseudo-finslérienne

Le but de cette section est de démontrer une version du théorème 2.16 dans le cadre pseudo-finslérien. Les mé-
triques que nous considérerons ici sont de régularité Lipschitz et sont strictement concaves. Dans le chapitre 5,
nous avons défini la longueur intrinsèque et la longueur pseudo-finslérienne. A priori il n’est pas évident que
la longueur intrinsèque est égale à la longueur pseudo-finslérienne, et cette égalité permet de déduire des
équivalences entre les différentes notions de géodésiques.

Définition 4.14. Une métrique pseudo-finslérienne f sur une variété différentiable M est dite localement
Lipschitz si pour toute carte dont le domaine U ⊂ M est relativement compacte, il existe A > 0 tel que pour
tout (x, v), (y, v) ∈ TU ,

|f(x, v)− f(y, w)| ≤ A||y − x||Eucl.max{||v||Eucl, ||w||Eucl}

où ||.||Eucl est la norme euclidienne dans la carte U .

Dans la suite, la longueur pseudo-Finslérienne d’une courbe causale σ : [a, b] → M de classe C1 par mor-
ceaux sera notée par

ℓf (σ) =

∫ b

a
f(σ(t), σ̇(t))dt.

Nous notons aussi la longueur intrinsèque

ℓ(σ) = inf

n∑
i=0

ρf (σ(ti−1), σ(ti)),

où l’infimum est pris sur l’ensemble des partitions de [a, b].

Le principal théorème de cette section affirme l’égalité de ces deux notions de longueur sous certaines condi-
tions (voir théorème 4.17). Nous commençons par deux lemmes qui comparent les distances finslérienne entre
deux points proches avec la longueur finslérienne du segment dans une carte reliant ces deux points. Par abus
de notation étant donnés deux points dans une carte U d’une variété M nous noterons [x, y] le segment eucli-
dien, sans utiliser l’homéomorphisme de carte.
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Lemme 4.15. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est continue et stric-
tement concave, x0 ∈M et U ⊂M un domaine de carte relativement compact et contenant le point x0.
Si {xn} et {yn} sont deux suites dans U telles que xn ̸= yn et xn ≺ yn et lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = x0, alors

nous avons
lim
n→∞

ℓx0(σn)

ℓf (σn)
= 1

où σn : [a, b] → BEucl(x0, Rn) une courbe strictement causale C1 par morceaux de xn à yx.

Démonstration. Commençons par remarquer que si n est suffisamment grand, alors le segment euclidien
[xn, yn] est contenu dans U et c’est une courbe causale pour la pseudo-métrique f et pour la pseudo-norme de
Minkowski f0.

Comme nous avons supposé que U ⊂ M est relativement compact, on peut trouver des constantes A,B > 0

telles que pour tout (x, v) ∈ TU on a
B|v| ≤ f(x, v) ≤ A|v|. (4.2)

Pour tout n, on peut choisir Rn > 0 tel que

max{ρf (x0, xn), ρf (x0, yn)} < Rn < 2max{ρf (x0, xn), ρf (x0, yn)},

ainsi qu’une courbe causale C1 par morceaux σn : [a, b] → BEucl(x0, Rn) reliant xn à yn. Comme la boule
unité de f0 est supposée strictement concave, le corollaire 3.39 entraîne que

ℓx0(σ) ≤ ℓx0([x, y]). (4.3)

Nous pouvons montrer que

lim
n→∞

ℓx0(σn)

ℓf (σn)
= 1. (4.4)

Comme U est relativement compact, f est uniformément continue sur

{(x, v) ∈ TU | v ∈ Cx et |v| ≤ 1},

et donc lim
n→∞

cn = 0, où
cn := sup{|f(x0, v)− f(xn, v)| : |v| = 1}.

Par conséquent nous avons∣∣∣∣ℓx0(σn)

ℓf (σn)
− 1

∣∣∣∣ = |ℓx0(σn)− ℓf (σn)|
ℓf (σn)

≤ cn · ℓEucl(σn)

B · ℓEucl(σn)
=
cn
B
,

où B est la constante de l’inégalité (4.7), ce qui prouve le lemme.

Lemme 4.16. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est continue et stric-
tement concave, x0 ∈M et U ⊂M un domaine de carte relativement compact et contenant le point x0.
Si {xn} et {yn} sont deux suites dans U telles que xn ̸= yn et xn ≺ yn et lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = x0, alors on
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a
lim
n→∞

ρf (xn, yn)

ℓf ([xn, yn])
= 1, (4.5)

où [xn, yn] est le segment euclidien dans la carte U , ℓf ([xn, yn]) est la longueur de ce segment pour la
pseudo-métrique f et ℓx0([xn, yn]) est la longueur de [xn, yn] pour la pseudo-norme de Minkowski définie
par f0 = f(x0, ·).

Démonstration. Nous savons, par définition de ρf que

ℓf ([xn, yn]) ≤ ρf (xn, yn)

par conséquent

1 ≤
ρf (xn, yn)

ℓf ([xn, yn])
=

ρf (xn, yn)

ℓx0([xn, yn])

ℓx0([xn, yn])

ℓf ([xn, yn])
.

Nous savons, par le lemme 4.15 que

lim
n→∞

ℓx0([xn, yn])

ℓf ([xn, yn])
= 1,

il s’agit donc de montrer que

lim
n→∞

ρf (xn, yn)

ℓx0([xn, yn])
= 1. (4.6)

Étant donné n suffisamment grand, nous avons que

|ρf (xn, yn)− ℓf ([xn, yn])| <
|yn − xn|

n

et comme nous avons supposé que U ⊂ M est relativement compact, nous pouvons trouver des constantes
A,B > 0 telles que pour tout (x, v) ∈ TU nous avons

B|v| ≤ f(x, v) ≤ A|v|. (4.7)

par conséquent nous avons

∣∣∣∣ ρf (xn, yn)ℓx0([xn, yn])
−
ℓf ([xn, yn])

ℓx0([xn, yn])

∣∣∣∣ = |ρf (xn, yn)− ℓf ([xn, yn])|
ℓx0([xn, yn])

≤ |yn − xn|
nf(x0, yn − xn)

≤ |yn − xn|
nB|yn − xn|

=
1

nB
.

CommeB est fini et n arbitrairement grand, nous avons montré que
ρf (xn, yn)

ℓx0([xn, yn])
tend vers la même limite que

ℓf ([xn, yn])

ℓx0([xn, yn])
→ 1, or par le lemme 4.15, nous savons que

ℓf ([xn, yn])

ℓx0([xn, yn])
→ 1, ce qui prouve le lemme.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat central de cette section :

Théorème 4.17. Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est localement Lip-
schitz et strictement concave, alors la longueur pseudo-finslérienne ℓf et la longueur intrinsèque ℓ coïncident
sur les courbes causales continûment différentiables. C’est à dire, pour toute courbe σ : [a, b] → M causale
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et continûment différentiable par morceaux, nous avons l’égalité

ℓf (σ) = ℓ(σ).

Démonstration. Nous commençons par donner la preuve pour une courbe σ : [a, b] →M strictement causale.
Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que σ est de classe C1 et contenue dans le domaine d’une
carte relativement compacte U ⊂M .
Donnons-nous une subdivision a = t0 < · · · < tn = b de l’intervalle [a, b], notons xi = σ(ti) et écrivons

ℓ(σ)− ℓf (σ) = A+B + C,

où nous avons défini

A = ℓ(σ)−
n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1]),

B =

n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1])−
n−1∑
i=0

ℓxi([xi, xi+1]),

xiC =
n−1∑
i=0

ℓxi([xi, xi+1])− ℓf (σ).

Nous allons montrer que A,B et C sont arbitrairement petit si nous choisissons une subdivision suffisamment
fine de l’intervalle [a, b].

• Estimation de A :
Soit ϵ < η

3ℓf (σ)
. Par le lemme 4.16, nous savons qu’il existe δ1 > 0 tel que si la subdivision a = t0 < t1 <

· · · < tn = b vérifie maxi |ti − ti+1| < δ1, alors

|ρf (xi, xi+1)− ℓf ([xi, xi+1])| ≤ ϵ · ℓf ([xi, xi+1]).

En sommant sur i, nous obtenons donc

|A| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ρf (xi, xi+1)−
n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1])

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ ·
n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1]) ≤ ϵ · ℓf (σ) <
η

3
.

• Estimation de B : Par le lemme 4.15, il existe δ2 > 0 tel que si |ti+1 − ti| < δ2, alors

|B| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1])−
n−1∑
i=0

ℓxi([xi, xi+1])

∣∣∣∣∣
≤ ϵ

n−1∑
i=0

ℓf ([xi, xi+1]) ≤ ερf (x, y) <
η

3
.
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• Estimation de C : Par le théorème 4.9 nous savons qu’il existe δ3 > 0 tel que si |ti+1 − ti| < δ3, alors

|C| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ℓxi([xi, xi+1])− ℓ(σ)

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣Sf
n − ℓ(σ)

∣∣∣ < η

3
.

En combinant ces trois estimations nous avons prouvé le théorème pour les courbes strictement causales.

Si la courbe σ : [a, b] → M est une courbe causale, il existe une suite yn satisfaisant que limn→∞ yn = σ(b)

et pour tout n les points σ(a) et yn sont liés par une courbe strictement causale σn : [a, b] →M qui converge
vers σ au sens de la convergence C1. Pour tout n, nous avons donc l’égalité ℓ(σn) = ℓf (σn) et de plus

ℓ(σ) = lim
n→∞

ℓ(σn) = lim
n→∞

ℓf (σn) = ℓf (σ)

ce qui prouve le théorème.

Nous obtenons également des résultats de dérivée métrique analogues à ceux du chapitre 2 (voir théorème 2.21).
Pour cela il faut prendre une carte U ⊂M de la variété pseudo-finslérienne.

Théorème 4.18. Soient xn, yn ∈ U deux suites telles que xn ̸= yn et xn ≺ yn sont liés par une courbe
strictement causale pour tout n et lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = x0. Notons vn :=

yn − xn
|yn − xn|

et v = lim
n→∞

vn, alors

lim
n→∞

ρf (xn, yn)

|yn − xn|
= f(x0, v).

Démonstration. Remarquer que le vecteur v ∈ C car le cône de causalité de f est fermé et nous avons
supposé xn ≺ yn sont liés par une courbe strictement causale, donc f(x0, v) est bien défini. De plus, nous
avons supposé que la métrique est strictement concave et par le théorème 4.17, nous avons que ℓf ([xn, yn]) =
ℓρf ([xn, yn]). Comme f(x0, ·) est une pseudo-norme de Minkowski, nous avons∫

[xn,yn]
f(x0, ẋ(t))dt = |yn − xn|f(x0, v).

Par conséquent, en appliquant le théorème 4.17, nous obtenons

ρf (xn, yn)

|yn − xn|f(x0, v)
→ 1 si n→ ∞

ce qui prouve que

lim
n→∞

ρf (xn, yn)

|yn − xn|
= f(x0, v).

Nous avons donc pu démontrer des théorèmes du type des résultats de [May41], en développant un point
de vue sur la géométrie pseudo-finslérienne inspiré par Busemann [Bus67], [May41]. Une question qui se
pose est de trouver une construction de pseudo-cercles (voir chapitre 2) pseudo-finslériens, en s’inspirant
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des constructions de [May41], afin de démontrer que les géodésiques des variétés pseudo-finslériennes de
dimension 2 sont continûment différentiables.

109



Chapitre 5

Géodésiques spéciales

Dans le cadre de la géométrie finslérienne faible, une des possibilités est que la métrique F soit régulière
mais pas strictement convexe. Notamment dans le chapitre 2, le convexifié d’une jauge de Minkowski d’un
ouvert étoilé autour de l’origine n’est pas strictement convexe, il n’y a donc pas unicité de la géodésique entre
deux points. En géométrie finslérienne, il est même possible que le rayon d’injectivité soit nul, par exemple
en considérant la métrique de Manhattan, il existe une infinité de géodésiques entre chaque paire de points.
Dans ce cas de figure, il semble donc a priori impossible de définir correctement une application exponen-
tielle, à la manière de la géométrie riemannienne, comme cela est fait dans [BCS00]. Toutefois, étant donné
une métrique finslérienne faible non strictement convexe, il existe une classe de géodésiques, parmi toutes les
géodésiques considérées, qui sont des limites uniformes de géodésiques d’une approximation de la métrique
faible par des métriques fortement convexes. Nous appellerons ces géodésiques les géodésiques spéciales, ce
terme est inspiré de la notion de distinguished geodesics de Busemann [BP87]. Dans ce chapitre, nous allons
construire des géodésiques spéciales, une application exponentielle pour ces géodésiques et ensuite démontrer
un théorème de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales. Il est intéressant de voir alors qu’en partant d’un
champ d’ouverts étoilés autour de l’origine, les constructions du chapitre 2 donnent une métrique finslérienne
faible non-strictement convexe, mais qu’en sélectionnant des géodésiques spéciales de cette métrique convexi-
fiée, nous obtenons tout de même (sous certaines hypothèses de régularité et de complétude) un théorème de
Hopf-Rinow, affirmant en particulier que chaque paire de points est reliée par géodésique spéciale réalisant la
distance entre ces points.

5.1 Géodésiques Spéciales

Dans [BP87, pages 22-23], Busemann introduit une notion de géodésiques "distinguées" (Distinguished geo-
desics dans le texte), qu’il définit par une liste d’axiomes. Nous définissons ci-dessous une notion de “géodé-
siques spéciales” sur les variétés finslériennes faibles qui sont un cas particulier des géodésiques distinguées
de Busemann.
Dans ce chapitre, nous définissons ces géodésiques spéciales et étudions leur propriétés. Puis nous construi-
sons une application pour ces géodésiques et démontrons un théorème de type Hopf-Rinow. Pour ce faire,
nous allons utiliser des méthodes provenant de la géométrique convexe et de l’analyse.

Considérons une variété différentiable M et F : TM → R+ une métrique finslérienne faible localement de
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classe C3,1 (c’est à dire que F est de classe C3 et les dérivées partielles d’ordre 3 sont Lipschitz). Donnons-
nous également une métrique riemannienne auxiliaire lisse sur M , que nous noterons h.

Définition 5.1. Pour ε > 0, la métrique finslérienne

Fε =
√
F 2 + εh

s’appelle la métrique fortement convexifiée de F , relativement à (h, ε).

Remarque 5.2. La métrique auxiliaire h est choisie de façon arbitraire, il est toutefois important de la choisir
de même régularité que la métrique finslérienne F , ou plus régulière. La métrique de Binet-Legendre, définie
et étudiée dans [MT12] et [Mat17] est un candidat naturel de métrique auxiliaire, toutefois, elle n’est définie
que pour les métriques finslérienne F finies et non-dégénérées.

Définition 5.3. Soit {Fε} une famille de métriques finslériennes de régularité C3,1 fortement convexes sur une
variété M . Nous disons que {Fε} vérifie la condition △(λ, η) sur l’ouvert U si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) 0 < η < Inj(Fε, x) pour tout x ∈ U et 0 < λ.

(ii) Pour tout x, y ∈ B(x0, η) et tout t ∈ [0, 1] nous avons

t

λ
dε(x, y) ≤ dε(x(t), y(t) ≤ tλdε(x, y),

où x(t) est la géodésique de x0 à x et y(t) est la géodésique de x0 à y et dε est la distance induite par
Fε.

On dira que la famille {Fε} vérifie localement la condition △(·, ·) si chaque point de M admet un voisinage
U ⊂M et des constantes λ, η > 0 telles que △(λ, η).

Remarque 5.4. Notons que la condition △(1, η) exprime le théorème de Thalès de la géométrie euclidienne.
Pour cette raison nous dirons que la famille de métrique finslériennes {Fε} est λ, η−quasi-Thalès si tout point
admet un voisinage vérifiant △(λ, η).

Dans la suite, nous allons supposer que la famille de métriques fortement convexifiées Fε est toujours locale-
ment λ, η−quasi-Thalès.

Rappelons que dans un système de coordonnées locale, le tenseur fondamental de F est noté gij (voir défi-
nition 1.4). Ce tenseur n’est pas défini positif si la métrique n’est pas fortement convexe, toutefois le tenseur
fondamental de Fε, donné par

gεij =
1

2

∂2

∂vi∂vj
F 2
ε =

1

2

∂2

∂vi∂vj
(F 2 + εh) = gij + εhij (5.1)

est défini positif car h est une métrique riemannienne, Fε est donc une métrique finslérienne fortement convexe
et de régularité identique à celle de F car nous avons supposé que h est lisse. Nous pouvons alors écrire
l’équation des géodésiques pour Fε de la façon habituelle

ẍk + γkij(ε)ẋ
iẋj = 0, (5.2)
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où les

γkij(ε) =
1

2
(gε)kµ

{
∂gεiµ
∂xj

+
∂gεjµ
∂xi

−
∂gεij
∂xµ

}
(5.3)

sont les symboles de Christoffel généralisés et (gε)ij est le coefficient du tenseur fondamental inverse (gε)−1

(voir chapitre 1).
Comme nous avons supposé que F est de classe C3,1, on a gεij de classe C1,1 et les γkij(ε) sont donc Lipschitz.
Avec le théorème de Cauchy-Lipschitz, on déduit que les géodésiques différentielles de Fϵ, qui sont les solu-
tions de l’équation (5.2), existent localement, sont C2, et sont uniques pour des conditions initiales données
dans TM .

Définition 5.5. 1. Soit (M,F ) une variété finslérienne telle que la métrique F est de régularité C3,1, nous
appelons ε-géodésiques les géodésiques de Fε et les notons γε.

2. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de régularité C3,1. Une géodésique métrique γ : [a, b] →M

est appelée géodésique spéciale s’il existe une suite de ε-géodésiques qui converge uniformément vers
γ lorsque ε tend vers 0.

L’objet de ce chapitre est donc l’étude des géodésiques spéciales.

Proposition 5.6. Soient M une variété différentiable et F une métrique finslérienne faible de classe C3,1 sur
M . Donnons-nous une métrique riemannienne auxilaire h de classe C3,1 et notons Fε la métrique fortement
convexifiée de F . Alors la distance dFε converge ponctuellement vers dF , i.e. pour tous x, y ∈M on a

lim
ε→0

dFε(x, y) = dF (x, y).

Démonstration. Pour tout domaine compactK ⊂M , il existe une constante C < 0 telle que pour tout x ∈ K

et v ∈ TxK nous avons
1

C
hx(v, v) ≤ F 2(x, v) ≤ Chx(v, v).

Ceci implique que

F 2
ε (x, v) = F 2(x, v) + εhx(v, v) ≤ F 2(x, v) + εCF 2(x, v) = (1 + εC)F 2(x, v).

D’autre part, par définition de Fε, nous avons d(x, y) ≤ dε(x, y). Par conséquent nous avons

d(x, y) ≤ dε(x, y) ≤
√
1 + εCd(x, y),

pour tous x, y ∈M , ce qui prouve la proposition.

Remarque 5.7. Nous pouvons également démontrer que dε(x, y) converge vers d(x, y) uniformément sur M ,
mais ceci demande un peu plus de travail et n’est pas utile dans la suite.

Corollaire 5.8. Les géodésiques spéciales sont des géodésiques métriques.

Démonstration. La preuve est immédiate par la proposition précédente.

Dans le cas d’une norme de Minkowski sur un espace vectoriel, on a le résultat suivant :
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Proposition 5.9. Si la métrique auxiliaire est la métrique euclidienne, les géodésiques spéciales d’une mé-
trique de Minkowski sont les droites euclidiennes paramétrées affinement.

Démonstration. Soit F une métrique de Minkowski sur Rn, nous constatons en premier lieu que Fε :=√
F 2 + εhEucl est une norme de Minkowski strictement convexe, donc projective. Pour tout ε > 0, les

géodésiques de Fε sont donc des droites euclidiennes. Une limite uniforme de droites euclidienne est une
droite euclidienne, donc les géodésiques spéciales sont des droites euclidiennes.

Les géodésiques spéciales ne sont pas définies comme solution d’une équation différentielle 1 et nous ne
savons donc a priori rien au sujet de leur régularité. Notre premier résultat affirme que sous l’hypothèse
λ, η−quasi-Thalès, ces géodésiques sont différentiable.

Théorème 5.10. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible, de régularité C3,1 et h une métrique rieman-
nienne auxiliaire complète sur M . Supposons que la famille de métriques fortement convexifiées Fε =√
F 2 + εh est localement λ, η−quasi-Thalès, alors les géodésiques spéciales de F sont dérivables.

Démonstration. Soit γε : [0, ℓ] →M une ε-géodésique paramétrée naturellement. Fixons x0 = γε(0) ∈M et
U ⊂M une carte autour de x0 telle que dans ce système de coordonnées, x0 = 0. Dans cette carte, comme les
métriques considérées sont continues, sans perdre de généralité, elles sont bilipschitz à la métrique euclidienne
|.| sur U , c’est à dire qu’il existe A > 0 tel que

1

A
|y − x| ≤ dε(x, y) ≤ A|y − x|.

Cette propriété et le fait que pour tout ε > 0, la métrique Fε est uniformément λ, η−quasi-Thalès impliquent
que pour tout x, y ∈ U et toutes ε-géodésiques x(t) de 0 à x et y(t) de 0 à y, nous avons

t

A2λ
|y − x| ≤ |y(t)− x(t)| ≤ A2λt|y − x|. (5.4)

Soit γ = limε→0 γε une géodésique spéciale issue de 0, alors pour tout η > 0 et pour tout t, il existe δ1 > 0

tel que si ε < δ1, alors
|γ(t)− γε(t)| < η

3A2λ
.

Nous savons que pour tout ε > 0, la courbe γε est de régularité C2, donc elle est dérivable, soit donc vε = γ̇ε(0)

c’est à dire que pour tout η > 0 il existe δ2 > 0 tel que si |t| < δ2, pour tout ε > 0 nous avons∣∣∣∣γε(t)t − vε

∣∣∣∣ < η

3
.

Comme γε est supposée paramétrée naturellement, vε est une suite uniformément bornée, donc quitte à passer
à une sous-suite, il existe v ∈ T0U tel que pour tout η > 0, il existe δ3 > 0 tel que si ε < δ3 alors

|vε − v| ≤ η

3
.

1. Remarquer que la matrice gij = limε→0 g
ε
ij n’est en général pas inversible et donc les les symboles de Christoffel générali-

sés 5.3 ne sont a priori pas définis.
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Nous avons alors, par l’inégalité 5.4 et les trois inégalités précédentes que pour tout η > 0, si |t| < δ2 et
ε < min{δ1, δ3}, alors

∣∣∣∣γ(t)t − v

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣γ(t)t − γε(t)

t

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣γε(t)t − vε

∣∣∣∣+ |vε − v|

≤ A2λ |γ(t)− γε(t)|+
∣∣∣∣γε(t)t − vε

∣∣∣∣+ |vε − v|

<
η

3
+
η

3
+
η

3
= η

ce qui implique que γ est différentiable en t = 0 et γ̇(0) = v.

Nous avons donc construit une classe de géodésiques différentiables et distinguées pour une métrique finslé-
rienne faible non-strictement convexe de régularité C3,1.

Remarque 5.11. • En prenant une métrique riemannienne auxiliaire projective, nous constatons que les
géodésiques spéciales des métriques finslériennes projectives sont des droites euclidiennes.

• Ainsi que montré dans l’exemple ci-dessous, les géodésiques spéciales dépendent du choix de la mé-
trique auxiliaire.

Exemples. Soit S un triangle équilatéral euclidien que nous représentons dans R3 comme l’enveloppe
convexe S = Conv((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)). Nous équipons S avec sa métrique de Hilbert. La mé-
trique de Hilbert est projective (voir [Pap09]). Nous construisons des géodésiques spéciales pour cette
métrique de Hilbert en prenant la métrique euclidienne comme métrique riemannienne auxiliaire. Les
géodésiques spéciales ainsi obtenues sont alors les droites euclidiennes.
Construisons maintenant une métrique riemannienne g sur le simplexe, de telle sorte que les géodésiques
spéciales obtenues en prenant g comme métrique auxiliaires, ne sont pas les droites euclidiennes.
Soit Q =

{
(x, y, 1) ∈ R3 | x, y > 0, z = 1

}
vu comme le premier quadrant de R2, alors l’application

Φ : (x, y, z) 7→ (xz ,
y
z , 1) induit une isométrie entre S et Q. Cette isométrie est projective, donc les

droites de S sont envoyées sur des droites de Q. Considérer maintenant l’application Ψ : (x, y, 1) 7→
(log(x), log(y)) ∈ R2. Cette application induit une métrique de Minkowski sur R2, en effet elle est
invariante par translation et finslérienne. Cette métrique est donc projective.
Toutefois, Ψ n’est pas projective, donc les droites euclidiennes de R2 ne sont pas envoyées sur les droites
euclidiennes de Q par Ψ−1.
Dans le cas d’une métrique de Minkowski, par le lemme 5.9 nous savons qu’en prenant la métrique
euclidienne comme métrique auxiliaire, les géodésiques spéciales sont les droites euclidiennes. Définis-
sons g = (Φ−1 ◦Ψ−1)∗gEucl, les géodésiques spéciales associées à g sont le rappel par Φ−1 ◦Ψ−1 des
droites euclidiennes dans S, et ne sont pas des droites euclidiennes car cette application n’est pas une
isométrie projective.
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5.2 Exponentielle spéciale

Nous pouvons maintenant construire une application exponentielle, de la même manière que l’exponentielle
riemannienne, mais pour une géométrie finslérienne faible, non-strictement convexe et de régularité C3,1.
La technique de construction de l’exponentielle spéciale est la suivante :
Nous savons que pour ε > 0 et une métrique riemannienne auxiliaire complète h, la métrique finslérienne
fortement convexe Fε :=

√
F 2 + εh induit une équation des géodésiques, dont les solutions (étant donné des

conditions initiales (x, v) ∈ TM ) existent et sont uniques dans un ouvert U autour de x. Nous rappelons
que les géodésiques de Fε sont appelées les ε-géodésiques. Nous allons étudier et définir une exponentielle
spéciale, comme étant une limite lorsque ε tend vers 0 des exponentielles finslériennes des métriques Fε.
L’existence et l’unicité de l’application exponentielle finslérienne correspondant à une métrique finslérienne
fortement convexe et de régularité C3,1 est garantie par les résultats de [BCS00, page 126].

Définition 5.12. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible, dont la métrique est de régularité C3,1. Étant
donnés ε > 0 et x0 ∈M , l’application ε-exponentielle, notée expεx0

: Ωε ⊂ Tx0M →M est définie par

expεx(v) = γεv(1),

où γεv : [0, ℓ] → M est la ε-géodésique telle que γεv(0) = x et γ̇εv(0) = v. Ici Ωε ⊂ Tx0M est le domaine de
l’application exponentielle de Fε au point x0.

Le but de cette section est à nouveau de faire tendre ε vers 0. Le fait que pour tout ε > 0, la famille de métriques
fortement convexifiées Fε est λ, η−quasi-Thalès (voir définition 5.3) assure que le rayon d’injectivité de expε

au point x ne tend pas vers 0 lorsque ε→ 0.

Remarque 5.13. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible, dont la métrique est de régularité C3,1 et {Fε}
une famille λ, η-quasi-Thalès de métriques fortement convexifiées de F , alors F est λ, η−quasi-Thalès en
restreignant la classe des géodésiques considérées aux géodésiques spéciales de F . Ceci est évident car la
suite des distances dε converge uniformément vers dF , par la proposition 5.6.

Cette définition synthétique force l’application exponentielle des métrique finslériennes faibles C3,1 à être bien
définie et bijective sur la boule BF (x0, η), pour une métrique fortement convexe et C3,1, c’est que nous allons
montrer dans cette section.

Par la section précédente, nous savons que toute limite uniforme de ε−géodésique est une géodésique. Toute-
fois il s’agit de montrer que la suite des ε−exponentielles contient une sous-suite convergente, dont la limite
sera appelée l’exponentielle spéciale.

Notation 5.14. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible et η > 0, alors

B(x0, η) = {v ∈ Tx0M | F (x0, v) < η}

et
B(x0, η) = {x ∈M | dF (x0, x) < η} .
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Proposition 5.15. Soient (M,F ) une variété finslérienne faible de classe C3,1 et h une métrique riemannienne
auxiliaire complète telle que la famille Fε :=

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, alors pour tout x0 ∈ M , il

existe une application
Φx0 : B(x0,

η

2
) →M

telle que pour tout v ∈ B(x0, η2 ) nous avons

Φx0(v) = lim
ε→0

Φε
x0
(v)

où Φε
x0

= expεx0
: B(x0, η2 ) →M est la restriction de l’ε−exponentielle à la boule B(x0, η2 ).

De plus l’application Φx0 : B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M → B(x0,
η
2 ) ⊂M est une bijection.

Démonstration. Montrons d’abord que limε→0Φ
ε
x0
(v) existe. Nous pouvons supposer que γεv est une géodé-

sique paramétrée naturellement et alors Φε
x0
(v) = γεv(Fε(v)), ce qui implique, si 0 < ε < 1, que

d(x,Φε
x0
(v)) ≤ dε(x,Φ

ε
x0
(v)) = ℓε(γ

ε
v

∣∣
[0,Fε(v)]

) = Fε(v)

qui est borné. Ceci démontre que Φε
x0

est uniformément bornée.
De plus, étant donné v ∈ TxM fixé et γεv : [0, ℓ] :→ M une ε−géodésique paramétrée naturellement et de
vecteur tangent initial v, pour 0 < ε < 1 et t, t′ ∈ [0, ℓ], nous avons

d(Φε
x0
(tv),Φε

x0
(t′v)) ≤ d(Φε

x0
(tv),Φε

x0
(t′v)) = |t′ − t|Fε(v),

ce qui implique que la suite de fonctions t 7→ Φε
x0
(tv) est équicontinue en ε. En appliquant le théorème de

Arzélà-Ascolì (voir [Iva01]), il existe une sous-suite {εk} telle que limk→∞Φεk
x0
(v) converge. Nous appelons

cette limite Φx0 .
Montrons que Φx0 est une bijection entre B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M et B(x0,

η
2 ) ⊂M .

Soient v, w ∈ B(x0, η2 ). Supposons que Φx0(v) = Φx0(w), alors comme F est λ, η−quasi-Thalès sur les
géodésiques spéciales nous avons que pour tout x, y ∈ BdF (x0, η),

0 = λd(Φx0(v),Φx0(w)) ≥ td(γv(t), γw(t))

ce qui implique que γv(t) = γw(t) pour tout t, alors nous avons w = v, ce qui implique que Φ est injective
sur B(x0, η2 ).
Montrons que pour tout y ∈ BdFε

(x0, η) ∈ M , il existe v ∈ B(x0, η2 ) tel que Φx0(v) = y. Pour tout ε > 0,
comme Φε

x0
est un difféomorphisme local, elle est surjective sur une bouleBdFε

(x0,
η
2 ) car λ, η−quasi-Thalès,

donc pour tout y ∈ BdFε
(x0,

η
2 ), il existe une suite {vε} ⊂ B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M telle que la ε-géodésique γεvε

joint x et y, c’est à dire Φε
x0
(vε) = y. Or nous avons montré qu’il existe une limite aux suites ε-géodésiques,

(qui sont les géodésiques spéciales), appelons γ cette limite. De plus, par la proposition ??, les géodésiques
spéciales sont différentiables, donc vε converge vers v = γ̇(0), et nous avons bien Φx0(v) = y, ce qui prouve
la surjectivité de Φx0 .
Nous avons donc prouvé que l’application Φx0 est une bijection locale de B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M vers B(x0,

η
2 ) ⊂

M et donc son rayon d’injectivité est plus grand ou égal à η
2 > 0.
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L’application Φx0 que nous venons de construire sera appelée l’exponentielle spéciale de F en x0 :

Définition 5.16 (Exponentielle spéciale). Soit (M,F ) une variété finslérienne faible de classe C3,1 et h une
métrique riemannienne auxiliaire complète telle que la famille Fε :=

√
F 2 + εh est λ, η−quasi-Thalès, et

notons expε : B(x0, η2 ) ⊂ Tx0M → M l’exponentielle de Fε (voir [BCS00]), alors l’exponentielle spéciale
est l’application Spexpx0

: B(x0, η2 ) →M définie par

Spexpx(v) = lim
ε→0

expεx(v).

Remarque 5.17. On peut peut montrer que sous les hypothèses de la proposition 5.15, l’application expεx0
est

un homéomorphisme λ-bilipschitz de la boule B(x0, η) ⊂ Tx0M sur son image.

En effet, soient ε > 0 et v1, v2 ∈ B(x0, η/2). Notons x(t) = expεx0
(tv1) et y(t) = expεx0

(tv2) les ε-
géodésiques définies par ces vecteurs et x = x(1), y = y(1). La condition quasi-Thalès dit alors que

1

λ
dε(x, y) ≤

dε(x(t), y(t))

t
≤ λdε(x, y),

mais, par le théorème 2.21, nous avons que lim
t→0

1

t
dε(x(t), y(t)) = Fε(x0, v2 − v1), par conséquent nous

obtenons
1

λ
dε(x, y) ≤ Fε(x0, v2 − v1) ≤ λdε(x, y).

Réciproquement, si l’ε-exponentielle est uniformément bilipschitz sur B(x0, η/2) pour tout x0 ∈ U et pour
tout ε > 0, alors la condition λ, η−quasi-Thalès est vérifiée pour la famille {Fε}.

Nous pourrions être tentés de conclure que l’exponentielle spéciale, qui est obtenue à la Proposition 5.15, est
un homéomorphisme sur son image, et même une application bilipschitz, puisqu’elle est limite d’une suite
d’applications uniformément bilipschitz. Ce raisonnement n’est pas correct, car la suite Φε

x0
est uniformément

bilipschitz mais pour la suite de métriques Finslérienne Fε, toutefois elle n’est a priori pas uniformément
bilipschitz pour une métrique fixe, indépendante de ε.

Nous ne pouvons donc pas conclure que l’exponentielle spéciale est une application localement bi-lpschitz
et nous ne savons pas vérifier si elle est continue. Les exemples suivants montrent en effet qu’il est pos-
sible qu’une application bijective d’un ouvert du plan dans lui-même, qui est limite ponctuelle d’une suite de
difféomorphismes n’est pas forcément continue.

Les exemples suivants montrent qu’une application bijective qui est limite ponctuelles de difféomorphismes n’est pas
nécessairement continue.

Exemples. 1. Tremblement de Terre circulaire : Considérons le disque

D2 =
{
(r, θ) ∈ R2 | 0 ≤ θ ≤ 2π et 0 ≤ r ≤ 1

}
et définissons la suite φε : D2 → D2 d’applications C∞ données par

φε(r, θ) =

{
(r, θ) si r ≤ 1

2 − ε,

(r, θ + π) si 1
2 + ε ≤ r ≤ 1,

Nous remarquons que l’application φε est un difféomorphisme du disque pour tout ε. La limite ponctuelle lim
ε→0

φε

est bijective et elle est clairement discontinue.
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2. Tremblement de Terre radial : De la même manière, considérons l’application ψ : D2 → D2 donnée par ψ(r, θ) =
(fθ(r), θ) où

fθ(r) = (1− θ

2π
)r +

θ

2π
r2.

Cette application est bijective mais n’est pas continue. De plus, nous pouvons l’approximer par une suite de
difféomorphismes de D2 en définissant une fonction lisse

fεθ (r) =

{
r si θ = 0

r2 si θ = 2π − ε,

et donc la suite de difféomorphismes ψε(r, θ) = (fεθ (r), θ), qui converge ponctuellement vers ψ lorsque ε→ 0.

5.3 Théorème de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales

Dans cette section nous démontrons un théorème de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales. En fait, nous
allons prouver que dans une variété complète et connexe, il existe une géodésique spéciale minimisante entre
chaque paire de points. Ce résultat vient du constat que le théorème de Hopf-Rinow riemannien [GHL04] et
finslérien classique [BCS00], est un résultat de géométrie métrique et sa preuve n’utilise que des propriétés
topologiques et métriques de l’exponentielle. Il a donc fallu définir un substrat d’exponentielle dans le cas
de la géométrie finslérienne faible, ce qui a été fait dans la section précédente. Nous avons donc les outils
nécessaires à une adaptation de la preuve du théorème de Hopf-Rinow à la géométrie finslérienne faible.

Tout le long de cette section, (M,F ) est une variété finslérienne faible telle que la métrique finslérienne
F : TM → R est C3,1 et telle que les ε−approximations fortement convexes de F sont λ, η−quasi-Thalès.

Définition 5.18 (Géodésiquement complet). Une variété finslérienne faible (M,F ) est dite géodésiquement
complète en avant 2 pour les géodésiques spéciales si toute géodésique spéciale est définie (ou prolongeable)
jusqu’à +∞.

Dans le but d’énoncer une généralisation du théorème de Hopf-Rinow aux géodésiques spéciales, nous défi-
nissons une version faible de la notion d’espace métrique complet.

Définition 5.19. Soit (X, d) un espace métrique faible. Une suite {xn}n∈N ⊂ X est dite de Cauchy vers avant
si

lim
k→∞

sup
m≥k

d(xk, xm) = 0.

L’espace métrique faible (X, d) est dit métriquement complet vers avant si toute suite de Cauchy vers l’avant
converge.

Une application standard du théorème de Arzela-Ascoli nous permet de prouver que si une variété finslé-
rienne faible est complète, alors chaque paire de points est reliée par une géodésique métrique. Le résultat
suivant nous dit que sous l’hypothèse λ, η−quasi-Thalès, il existe une géodésique spéciale reliant deux points
quelconques.

2. En anglais cele ce dit forward complete.
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Théorème 5.20. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible connexe de régularité C3,1 telle que la famille
des métriques fortement convexifiées {Fε} est localement λ, η−quasi-Thalès. Si (M,F ) est géodésiquement
complète pour les géodésiques spéciales, alors pour tout x, y ∈ M il existe une géodésique spéciale de
longueur minimale joignant x à y.

Démonstration. Dans cette démonstration, nous adaptons les arguments de la preuve classique du théorème
correspondant en géométrie riemannienne. Notons d = dF (x, y) et considérons 0 < ε < min{d, η(x)}
où η(x) est le rayon maximum de la boule autour de x où les approximations fortement convexes de F sont
λ, η−quasi-Thalès, alors Φx0 est une bijection de {v ∈ TxM | F (v) ≤ η} surB(x, η) = {p ∈M | d(x, p) ≤ η}.
Par continuité de la distance et par compacité de la sphère, il existe un point y1 ∈ ∂B(x, ε) tel que

dF (y1, y) = min {dF (z, y) | z ∈ ∂B(x, ε)} .

Comme l’application exponentielle spéciale est une bijection entre ces domaines, il existe un vecteur v ∈ TxM

tel que F (x, v) = ε et Spexpx(v) = y1.

Soit alors γ(t) := Spexpx(tv1) où v1 = v
F (x,v) . Comme nous avons supposé que M est géodésiquement

complète pour les géodésiques spéciales, nous avons que γ est complète, c’est à dire qu’elle se prolonge sur
[0,∞[. De plus, γ est paramétrée par la longueur d’arc car F (γ(t), γ̇(t)) = 1. Nous voulons montrer que
γ(d) = y, c’est à dire que "la géodésique ne manque pas sa cible". Remarquons pour cela que pour tout
t ∈ [0, d], on a

t ≥ dF (x, γ(t)) ≥ dF (x, y)− dF (γ(t), y), (5.5)

et que ceci est valable même si dF n’est pas symétrique. On considère maintenant l’ensemble J ⊂ R défini
par

J = {s ∈ [0, d] | d(γ(s), y) = d− s} ⊂ R

et on remarque que la condition γ(d) = y est équivalente à d ∈ J .
Notons que pour tous s, t ∈ R tels que s ∈ J et 0 ≤ t < s, on a

dF (γ(t), y) ≤ dF (γ(t), γ(s)) + dF (γ(s), y) ≤ (s− t) + d− s = d− t

et en appliquant l’équation (5.5) avec s = t, nous obtenons

d(γ(t), y) = d− t

ce qui montre que pour tout 0 ≤ t < s, si s ∈ J , alors t ∈ J . Ceci prouve que J est un intervalle. Il suffit
donc de montrer que J = [0, d]. Nous allons démontrer ceci par l’absurde.

Nous savons que 0 ∈ J et que ε ∈ J . De plus, s 7→ s + dF (γ(s), y) est une application continue, ce qui
implique que J est un intervalle fermé.

Supposons par l’absurde que t0 = supJ < d. Nous savons déjà que t0 ≥ ε et que t0 ∈ J .
Considérer y2 = γ(t0) et prendre ε′ > 0 tel que ε′ ≤ min{η(y2), dF (y2, y)}, alors Spexpy2 est une bijection
entre {w ∈ Ty2M | F (y2, w) ≤ ε′} et B(y2, ε

′) et, de la même manière que plus haut, soit y3 ∈ ∂B(y2, ε
′)

tel que dF (y3, y) = min{dF (z, y) | z ∈ ∂B(y2, ε
′)}.

Il existe donc w ∈ Ty2M tel que F (y2, w) = ε′ et y3 = Spexpy2(w) et tel que
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1. dF (y2, y) = dF (y2, y3) + dF (y3, y) = ε′ + dF (y3, y).

2. dF (y2, y) = d− t0.

3. dF (x, y3) ≤ dF (x, y2) + d(y2, y3).

Par 1) et 2), nous obtenons dF (y3, y) = d− t0 − ε′.
De plus, par 3), nous avons

d = dF (x, y) ≤ dF (x, y3) + dF (y3, y) ≤ t0 + ε′ + d− t0 − ε′ = d

ce qui force l’égalité
d = dF (x, y3) + dF (y3, y).

Nous obtenons donc

dF (x, y3) = d− dF (y3, y) = d− (d− t0 − ε′) = t0 + ε′.

Soit alors α : [0, t0 + ε′] →M une courbe donnée par

α(t) =

{
γ(t), si t ∈ [0, t0]

Spexpy2((t− t0)w1), si t0 ∈ [t, t0 + ε′]

où w1 =
w

F (y2, w)
.

Alors, par définition on a α(0) = x, α(t0) = y2 et α(t0 + ε) = y3, ce qui implique

ℓ(α) = t0 + ε′ = dF (x, y3) = dF (α(0), α(t0 + ε′).

Cette dernière égalité implique que α est géodésique minimisante, donc α(t) = γ(t) pour tout t ∈ [0, t0 + ε′]

et donc
dF (γ(t0 + ε), y) = dF (y3, y) = d− t0 + ε′)

et alors t0 + ε′ ∈ J ce qui est en contradiction avec la définition de t0, donc t0 = d et alors J = [0, d].
Par conséquent, dF (γ(d), y) = d− d = 0, donc γ|[0,d] est une géodésique spéciale de longueur d (minimale)
allant de x à y.

Corollaire 5.21. Soit (M,F ) une variété finslérienne faible connexe de régularité C3,1 telle que la famille
des métriques fortement convexifiées {Fε} est localement λ, η−quasi-Thalès. Si (M,F ) est géodésiquement
complète pour les géodésiques spéciales, alors l’application Spexpx : TxM → M est bien définie et surjec-
tive.

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer le théorème de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales.

Théorème 5.22 (Hopf-Rinow spécial). Soit (M,F ) une variété finslérienne faible connexe de régularité C3,1

telle que la famille des métriques fortement convexifiées {Fε} est localement λ, η−quasi-Thalès. Alors nous
avons :

A. Si (M,F ) est géodésiquement complète en avant pour les géodésiques spéciales alors elle est métrique-
ment complète vers l’avant.
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B. Si (M,F ) est métriquement complète en avant et si de plus l’exponentielle spéciale en un point x0 ∈ M

est continue, alors (M,F ) est géodésiquement complète en avant.

alors (M,F ) est géodésiquement complète pour les géodésiques spéciales si et seulement si elle est complète
vers l’avant.

Démonstration. A. On suppose par l’absurde queM est complète en avant mais pas géodésiquement complète
en avant pour les géodésiques spéciales. C’est à dire qu’il existe une géodésique spéciale γ : [0, ℓ[→M ,qui ne
s’étend à aucun intervalle [0, ℓ+ ε[, avec ε > 0, en restant une géodésique spéciale. Sans perdre de généralité,
nous pouvons supposer que γ est paramétrée par la longueur de l’arc
Considérer une suite croissante {ti}i∈N ⊂ [0, ℓ[ qui converge vers ℓ et noter qi = γ(ti). Nous avons alors,
pour i ≤ j,

dF (qi, qj) ≤ ℓF (γ|[ti,tj ]) = |tj − ti|.

Par conséquent, la suite {qi} est de Cauchy vers l’avant, et donc converge vers un point q ∈M .
Soit W un voisinage de q tel qu’il existe δ > 0 tel que W ⊂ Spexpx(TxBδ) où TbBδ = {v ∈ TxM | Fx(v) ≤ δ}
(nous appelons boule géodésique l’image par l’exponentielle spéciale d’une boule dans le tangent). Comme
W est ouvert dans M et contient q, pour j suffisamment grand, qj ∈ W et nous pouvons aussi supposer que
tj < ℓ − δ. Donc, par construction, B(qj , δ) est une boule géodésique et contient W . Par construction de la
boule géodésique B(qj , δ), toute géodésique spéciale issue de qj existe au moins sur un intervalle [0, δ[.
En particuliers, la géodésique spéciale donnée par σ(0) = qj et σ̇(0) = γ̇(tj) existe sur [0, δ[ et coïncide avec
γ, donc elle est une prolongation de γ, ce qui est une contradiction et prouve donc l’affirmation A.

Pour prouver l’affirmation B, on suppose qu’il existe un point x0 tel que toute géodésiques issue de ce point
s’étend sur [0,∞[ et que Spexpx : TM → M est continue. On doit montrer que toute suite de Cauchy vers
l’avant de M converge.
Soit donc {xi}i∈N ⊂ M une suite de Cauchy vers l’avant et choisissons pour tout i une géodésique spéciale
γi(t) = Spexpx0

(tvi) paramétrée naturellement, et reliant x0 à xi. Si on note di = dF (x, xi), alors xi =

Spexpx0
(divi). L’existence d’une telle géodésique est garantie par le théorème 5.20.

La suite {di} est clairement bornée dans R et la suite {vi}i∈N est contenue dans la boule unité de Tx0M . Par
conséquent est {divi}i∈N est une suite bornée dans Tx0M et il existe donc une sous-suite {dikvik}k∈N qui
converge vers un vecteur v ∈ Tx0M . En utilisant l’hypothèse que l’exponentielle spéciale en x0 est continue,
nous concluons que

lim
i→∞

xi = lim
i→∞

Spexpx0
(dikvik) = Spexpx0

( lim
i→∞

dikvik) = Spexpx0
(v).

Le théorème est démontré.
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Chapitre 6

Géométrie systolique Finslérienne

Les résultats de ce chapitre ont été développés conjointement avec Louis Merlin, ancien membre et ami du
groupe Troyanov.

Les métriques finslériennes sont une généralisation des métriques riemanniennes, c’est pourquoi, dans plu-
sieurs cas, les résultats riemanniens sont sensiblement améliorés en se plaçant dans le cadre des métriques
finslériennes. Par exemple pour des questions d’entropie minimale, nous pouvons comparer [BCG95] (rie-
mannien) et [Ver99] (finslérien) ou pour la question de volume minimal d’un disque de rayon donné, voir
[CCLW17] (riemannien) en comparaison avec [Cos20] (finslérien). Dans notre travail avec Louis Merlin,
nous avons trouvé un exemple de variété finslérienne singulière ayant des propriétés systoliques à mi chemin
entre les variétés de Zoll [Bes12], qui sont des 2-sphères dont toutes les géodésiques sont fermées et de même
longueur, et la sphère de Calabi-Croke [Cro88], [Bal10], [Sab09], qui est l’exemple actuel ayant le ratio sys-
tolique le plus grand connu. La question du ratio systolique a été posée par Mikhail Gromov en 1986 dans
son article intitulé "Filling Riemannian Manifolds" [Gro83] et développée par Mikhaïl G- Katz dans [Kat07].
Classiquement, la systole est la longueur de la plus courte courbe fermée non homotope à 0 sur une variété rie-
mannienne. Toutefois dans cette thèse nous ne définirons pas la systole de cette manière car nous travaillerons
sur la sphère S2, qui est simplement connexe. C’est pourquoi, pour une métrique donnée, nous appellerons
systole la longueur de la plus courte géodésique périodique dans S2. Cette valeur n’étant pas invariante par
changement d’échelle, nous normalisons le carré de la systole par l’aire de la sphère. Le rapport entre le carré
de la systole et l’aire de la sphère sera appelé ratio systolique. Dans [Cro88], Christopher Croke démontre que
le ratio systolique est borné supérieurement, il est donc intéressant de chercher le ratio systolique optimal sur
une variété donnée, et c’est de cette question que part la construction que nous allons présenter ici.

Définition 6.1. 1. Soit g une métrique riemannienne sur la sphère S2. Nous appelons systole de g, et on
note Syst(g), la longueur de la plus courte géodésique périodique sur M .

2. Étant donné une métrique riemannienne g sur S2, nous définissons le ratio systolique de g par

ρg(S2) =
Syst(g)2

Aireg(S2)
.
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3. Nous appellerons ratio systolique optimal le supremum sur l’ensemble des métriques riemanniennes
des ratios systoliques

ρ(S2) = sup
g
ρg(S2).

Nous allons maintenant décrire un des bons candidats à l’optimalité du ratio systolique riemannien, qui induit
également un maximum local pour le ratio systolique finslérien. Dans [Cro88], il est conjecturé que le ratio
systolique riemannien optimal sur S2 est atteint par la métrique de Calabi-Croke, qui est définie de la manière
suivante :

Considérons le double d’un triangle équilatéral euclidien de coté de longueur 1, c’est à dire deux copies d’un
triangle équilatéral recollé par isométrie le long de leur bord. La surface obtenue est une sphère plate avec trois
singularités coniques, son aire vaut

√
3
2 et sa systole est notamment réalisée par la réunion des deux hauteurs

(une dans chacun des triangles) issues d’un même sommet. La longueur de la systole est égale à
√
3 et le ratio

systolique de la sphère de Calabi-Croke est donc 2
√
3.

Il a été démontré dans [Bal10] et [Sab09] que la sphère de Calabi-Croke riemannienne est un maximum local
pour le ratio systlique.

Dans [Sab09], il est prouvé que le ratio systolique de la sphère de Calabi-Croke munie de la métrique de
Minkowski dont la boule unité dans R2 est donnée par le parallélogramme de sommets (0, 12), (

1
4 ,

√
3
4 )(0,−1

2),
(−1

4 ,
−
√
3

4 ) a un ratio systolique égal à 3π
2 . En effet, le tore plat de la figure 6.1 muni de la métrique finslérienne

décrite plus haut est d’aire de Holmes-Thompson 8
π pour la métrique finslérienne décrite plus haut. De plus,

ce dessin représente un revêtement à trois feuillets, ramifié en trois points de la sphère de Calabi-Croke, donc
le volume de la sphère pour cette métrique est 1

3 × 8
π , et la systole est de longueur 2 pour cette métrique, ce

qui donne un ratio systolique de 3π
2 . Ce revêtement ramifié est la construction de base de [Bal10], reprise par

[Sab09], qui permet également de démontrer l’optimalité locale des métriques de Calabi-Croke en appliquant
l’inégalité systolique de Loewner [Bes51] sur le tore plat.

FIGURE 6.1 – Revêtement ramifié sur trois points, à trois feuillets, de la sphère de Calabi-Croke. Les parties
bleues représentent un hémisphère et les parties rouges l’autre. En considérant les identifications des bords de
ce parallélogramme, nous constatons que ce revêtement est un tore plat.

D’autre part, il existe une classe de variétés riemanniennes homéomorphes à la sphère dont toutes les géodé-
siques sont fermées et de même longueur. Ces variétés s’appellent des variétés de Zoll [Bes12]. Elles ont un
ratio systolique de π, qui est certes plus petit que le ratio systolique de la sphère de Calabi-Croke, mais dont
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6.1. LE DISQUE FINSLÉRIEN DE COSSARINI-SABOURAU

l’intérêt pour la systole réside dans le fait que par la réunion des systoles forment une partie dense du fibré
unitaire tangent à la sphère.

Le théorème que nous démontrerons dans ce chapitre donne un exemple explicite d’une métrique sur la sphère
dont le ratio systolique est plus grand que le ratio systolique des métriques de Zoll, mais conservant tout de
même la propriété qu’il existe une systole passant par chaque point de la sphère. La construction de cette
sphère est inspirée de l’article de Marcos Cossarini et Stéphane Sabourau [Cos20].

Remarque 6.2. Dans la suite de ce chapitre, nous élargissons la classe des métriques considérées pour le
ratio systolique à la classe des métriques finslériennes faibles. Les définitions de la systole, du ratio systolique
et du ratio systolique optimal restent les même, excepté que les métriques considérées sont des métriques
finslériennes et que le volume associé est le volume de Holmes-Thompson, défini dans le chapitre 1.

Le théorème prinsipal de ce chapitre est le suivant.

Théorème 6.3. Il existe une métrique finslérienne faible lisse sur la sphère S2 dont le ratio systolique est
arbitrairement proche de 4π

3 et telle que chaque point de la sphère appartient à une systole.

6.1 Le disque finslérien de Cossarini-Sabourau

Nous allons ici décrire une métrique finslérienne faible sur R2 dont le disque de Cossarini-Sabourau sera
la boule unité. Cette construction provient de [Cos20], toutefois nous n’utiliserons pas la description de la
métrique utilisant la géométrie intégrale. Nous allons définir une métrique finslérienne faible de manière
explicite. Cette métrique est donnée par la somme des longueurs des images des trois projections d’un vecteur
sur les demi-droites Lk =

{
tei

π
6
+k 2π

3 | t ≥ 0
}
⊂ C ∼= R2, comme illustré dans la figure 6.2. Toutefois, pour

les calculs, il est plus aisé de définir cette métrique de la façon suivante :

Définition 6.4. Soient θ0, θ1, θ2 : R2 → R les trois formes linéaires définies par
• θ0(v1, v2) = v2,
• θ1(v1, v2) = −

√
3
2 v1 +

1
2v2,

• θ2(v1, v2) =
√
3
2 v1 −

1
2v2.

Définissons également trois fonctions de Heaviside h0, h1, h2 : R2 → {0, 1} données par

hi(x1, x2) =

{
1 si θi(x1, x2) ≥ 0

0 si θi(x1, x2) < 0

La métrique finslérienne faible de Cossarini-Sabourau sur le plan R2 est définie par

FCS((x1, x2), (v1, v2)) =
2∑

i=0

hi(x1, x2)|θi(v1, v2)|. (6.1)

Remarque 6.5. • Un autre description de la métrique de Cossarini-Sabourau est donnée par la longueur
des courbes. Étant donné une courbe γ : [a, b] → H, nous pouvons définir sa longueur finslérienne de
la manière suivante
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ℓH(γ) =
∑

k=0,1,2

∫
Lk

Card
(
π−1
k (γ(t))

)
dt

où πk désigne la projection orthogonale sur Lk. Il est facile de voir que cette autre définition engendre
la même géométrie sur H. Cette façon de voir la métrique de Cossarini-Sabourau permet de parler de
projection de courbes dans H sur les demi-droites Lk.

• Nous parlerons également de contribution d’une courbe γ : [a, b] → H sur Lk, définie par

Contribution de γ sur Lk =

∫
Lk

Card
(
π−1
k (γ(t))

)
dt

.
• Remarquons que la métrique de Cossarini-Sabourau est une métrique finslérienne faible, la positivité et

l’inégalité du triangle sont aisés à démontrer. De plus, cette métrique est dégénérée, car, au voisinage
des droites Lk, les directions perpendiculaires à ces droites sont dégénérées car ce sont des métriques
isométriques à la norme sur R2 donnée par ||(v1, v2)||deg = v2.

• La métrique ainsi décrite est une norme de Minkowski faible par morceaux, en effet le plan R2 est séparé
en 6 secteurs, définis par

Ak =

{
z = reiα ∈ C | r ≥ 0 et

kπ

3
< α <

(k + 1)π

3

}
, (6.2)

pour k = 0, . . . , 5 et chaque secteur est équipé d’une norme de Minkowski faible. En particuliers, pour
k = 0, 2, 4 la métrique est la métrique ℓ1 et pour k = 1, 3, 5 la métrique est dégénérée dans la direction
orthogonale (euclidienne) à la demi-droite Lk.

La métrique finslérienne faible FCS induit donc une distance faible entre chaque paire de points de R2. Nous
noterons cette distance dCS = dFCS

.

Définition 6.6. Étant donné l’espace métrique (R2, dCS), le disque de Cossarini-Sabourau, noté H, est la
boule unité pour la distance dCS la métrique dCS restreinte à H sera notée dH (voir figure 6.2).

Proposition 6.7. Le volume de Holmes-Thompson de H muni de la métrique FCS vaut 6
π .

Démonstration. Nous remarquons que la boule unité est un hexagone dont les intersections avec les secteurs
Ak ⊂ R2 forment 3 triangles équilatéraux équipés de la métrique ℓ1 et 3 triangles équilatéraux dégénérés.
Nous pouvons donc calculer directement le volume en additionnant les volumes des triangles ℓ1, qui sont des
quarts de boule unité pour la métrique ℓ1. Nous avons donc

VolHT(H) =
3

4
×VolHT(H) =

3

4
× 8

π
=

6

π
.

Le résultat suivant, dû à Cossarini-Sabourau [Cos20], énonce les principales propriétés de l’espace métrique
(H, dH).
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Proposition 6.8. 1. L’espace métrique (H, dH) est la limite d’une suite d’espaces métriques finslériens
lisses et fortement convexes.

2. Le volume de Holmes-Thompson des approximations C∞ de (H, dH) converge vers 6
π .

3. Les géodésiques spéciales des approximations C∞ sont des droites euclidiennes, et restent des géodé-
siques pour (H, dH).

Pour la démonstration de cette proposition exposée dans [Cos20], la métrique dH est définie comme une
métrique de Crofton et la preuve fait appel à des résultats techniques de théorie de la mesure et un résultat de
Pogorelov qui donne des conditions sur une mesure de Crofton pour que la distance associée soit finslérienne.
Ci-dessous nous présentons une autre preuve qui utilise les notions et les résultats développés dans cette thèse.

Démonstration. Il s’agit de construire l’approximation. Commençons par construire une métrique lisse qui
approxime FCS .
Soit η > 0 et définir Fη,CS((x, y), (v1, v2)) =

∑2
i=0 h

η
i (x, y)|θi(v1, v2)| où hηi sont des fonctions lisses telle

que

hηi (x, y) =

{
1 si θi(x, y) > η

0 si θi(x, y) < −η

Dans un tel cas, pour tout η > 0, la métrique Fη,CS est une métrique lisse, mais pas encore fortement convexe.
Pour construire une métrique fortement convexe, nous allons procéder selon la construction décrite dans le
chapitre 5.

Nous définissons la métrique fortement convexifiée de la métrique lisse Fη,CS de la manière suivante, pour
tout ε > 0,

F ε
η,CS :=

√
(Fη,CS)2 + εgeucl

où nous avons choisi la métrique euclidienne comme métrique riemannienne auxiliaire car la métrique de
Cossarini-Sabourau est une métrique de Minkowski par morceaux (donc projective), et nous désirons appli-
quer le lemme 5.9.

Lorsque ε → 0, la métrique F ε
η,CS tend uniformément vers Fη,CS . De plus lorsque η → 0, le volume tend

vers 6
π qui est le volume du disque de Cossarini-Sabourau.

En effet, on considérant la construction de F ε
η,CS , nous remarquons que la boule unité de cette métrique

converge vers la boule unité de la métrique FCS , donc la boule duale converge également, ce qui implique
directement que le volume de Holmes-Thompson du disque de Cossarini-Sabourau muni de la métrique F ε

η,CS

converge vers 6
π .

Les approximations étant des métriques fortement convexifiées de métriques de type ℓ1, les segments eucli-
diens sont donc des géodésiques pour ces approximations. En laissant tendre ε vers 0, nous procédons à la
construction des géodésiques spéciales de Fη,CS , qui sont des segment euclidiens. En laissant tendre η vers
0, comme toutes les métriques sont projectives, les géodésiques spéciales de Fη,CS convergent vers les géo-
désiques spéciales de FCS . Les choses se passent donc comme dans le chapitre 5 et donc les géodésiques
spéciales du disque de Cossarini-Sabourau sont des segments euclidiens.

Remarque 6.9. Dans la suite, nous allons travailler uniquement avec les géodésiques spéciales, car nous nous
intéressons à des systoles, et en passant à la limite, les droites euclidiennes restent des géodésiques sans que
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nous n’ajoutions ou ne négligions de courbes plus courtes.

6.2 La sphère de Cossarini-Sabourau et son ratio systolique

Nous allons maintenant construire une sphère de façon similaire à la sphère de Calabi-Croke dans R2. Nous al-
lons prendre le double de l’hexagone (H, dH), c’est a dire nous collons deux hexagones de Cossarini-Sabourau
le long de leurs bords pour obtenir une surface singulière S2 homéomorphe à la sphère de dimension 2. En
premier lieu, il s’agit de comprendre les géodésiques de cette sphère. Comme pour le disque de Cossarini-
Sabourau, nous allons étudier les géodésiques via des approximations finslériennes lisses. En vertu de la
proposition 6.8, nous savons déjà que chaque hémisphère est approximable Dans notre construction, toutefois
il semble que nous avons ajouté des singularités, qui sont les 6 sommets de l’hexagone. Ces 6 singularités
sont en fait des singularités apparentes qui, via une carte locale, peuvent être supprimées, comme le montre
le lemme suivant.

Lemme 6.10. La métrique de Cossarini-Sabourau sur la sphère est approximée par des métriques lisse sur
chacun des sommets des hexagones ainsi que sur les deux centres.

Démonstration. Le lissage de la métrique au centre de l’hexagone a été fait dans la proposition 6.8. Pour les
sommets des hexagones, étant donné p ∈ S2 un sommet de H, remarquons qu’il existe une carte affine U
autour de p telle que la métrique FCS : TU → R s’écrit de la manière suivante :

FCS(x, y) = |x|+ h(x)|y|

où

h(x) =

{
1 si x > 0

0 si x ≤ 0

Nous pouvons donc lisser FCS dans U en utilisant, comme dans la proposition 6.8, des approximations lisses
de la fonction de Heaviside h.

Sachant que les géodésiques de (H, dH) peuvent être considérées comme étant les segments euclidiens, nous
pouvons alors comprendre le flot des géodésiques spéciales de la sphère de Cossarini-Sabourau. On note
p : S2 → H la projection canonique.

Lemme 6.11. L’image par p des géodésiques spéciales de S2 transverses au bord de H consiste en des
trajectoires de billard dans H.

Démonstration. A l’intérieur d’un hexagone, les géodésiques spéciales sont des lignes droites euclidiennes.
Lorsqu’une géodésique spéciale atteint le bord de l’hexagone, elle le fait de manière transverse. Les géo-
désiques transverses au bord continuent en ligne droite lorsqu’elles ont traversé le bord. Étant donnés deux
points p, q ∈ S2 tels que p et q ne sont pas dans le même hémisphère. Si la trajectoire entre p et q n’était pas
une trajectoire de billard, il y aurait une autre droite plus courte entre p et q. La loi est donc la loi de réflexion
de Descartes.

Nous ne considérerons pas les géodésiques intersectant le bord de H sur un segment car elles n’interviendront
pas dans le calcul de la systole.
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Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 6.12. La systole de (S2, dH) vaut 4 et est atteinte par un segment passant deux fois par une hauteur
de H.

Démonstration. La propriété importante de l’hexagone que nous allons utiliser est qu’il pave le plan. Ceci
sera très utile pour étudier les géodésiques fermées de S2. Dans H, il n’y a pas de géodésique enfermée, nous
allons donc supposer que le point de départ des géodésiques appartient au bord de H.
Dans l’hexagone, il y a deux types de triangles équilatéraux dont un sommet est le centre de l’hexagone, étant
donné k ∈ Z/3Z nous avons :

En reprenant les notations des secteurs ℓ1 et des secteurs dégénérés décrites en 6.2, nous pouvons partitionner
H en 6 triangles équilatéraux portant deux sortes de métriques :

1. Les triangles à l’intérieur des secteursAj pour j = 1, 3, 5 (contenants un segment de Lk) seront appelés
triangles dégénérés, car la géométrie à l’intérieur de ces triangles permet des segments non triviaux de
longueur 0 (voir 6.2 pour la definition des Aj).

2. Les triangles à l’intérieur des secteurs Aj pour j = 0, 2, 4 (ne contenant pas de Lk) seront appelés
triangles ℓ1.

Dans le but de démontrer le théorème, nous allons développer un formalisme symbolique pour les classes de
géodésiques ayant des trajectoires de billard intersectant les mêmes suites de côtés de H.

Alphabet : La dynamique symbolique s’exprime par des mots écrits dans l’alphabet

A = {ak, bk, αk,j , βk,j | k, j ∈ Z/3Z} .

Construction des mots :
• Chaque intersection d’un triangle dégénéré contenant Lk avec le bord de H sera notée bk et le coté

opposé à bk, (appartenant à un triangle ℓ1) sera noté ak.
• Chaque mot commence soit par ak soit par bk, car nous pouvons supposer sans perdre de généralité

qu’une géodésique fermée a pour point de base un point du bord de H.
• Les mots sont associés aux trajectoires de billard. Lorsqu’une trajectoire de billard touche un bord

de H, nous ajoutons la lettre correspondant à l’arête que la trajectoire a rencontré. Par exemple, si la
géodésique touche ak, nous ajoutons ak au mot correspondant.

• Lorsqu’une géodésique coupe une diagonale de H, si la géodésique sort d’un triangle ℓ1 labellisé ak et
entre soit dans le triangle dégénéré bk+1 soit dans le triangle dégénéré bk+2. Dans ce cas, nous ajoutons
la lettre αk,k+1 ou αk,k+2 au mot correspondant à la géodésique.

• Lorsqu’une géodésique coupe une diagonale de H, si la géodésique sort d’un triangle dégénéré, labellisé
bk et entre soit dans le triangle ℓ1 noté ak+1 soit dans le triangle ℓ1 noté ak+2. Dans ce cas, nous ajoutons
la lettre βk,k+1 ou βk,k+2 au mot correspondant à la géodésique.

Grammaire :
Nous allons maintenant définir une grammaire sur les mots représentant des classes de géodésiques. Cette
grammaire provient de la géométrie du billard euclidien dans l’hexagone.

1. Un ak est toujours suivi par un βk,l avec l = k + 1 ou l = k + 2.
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a0

a1
a2

b2

b0

b1

L0

L1 L2

FIGURE 6.2 – Labélisation de l’hexagone et exemple de calcul de la longueur d’une trajectoire de type m =
a0α0,2β2,1a1 dont une partie est dégénérée car perpendiculaire à L2.

2. Un bk est toujours suivi par un αk,l avec l = k + 1 ou l = k + 2.

3. Un αk,l est toujours suivi par un bl ou par un βl,j avec j = k + 1 ou j = k + 2.

4. Un βk,l est toujours suivi par un al ou par un αl,j avec j = k + 1 ou j = k + 2.

Remarque 6.13. Il est important de remarquer que nous désirons étudier les géodésiques fermées, donc chaque
mot doit contenir 3+2n lettres latines (n ∈ N) car une géodésique qui a commencé sur "l’hexagone du dessus"
de la sphère doit se refermer en arrivant "par dessous". De plus il est clair qu’un mot fermé doit se terminer
par la même lettre que la lettre de départ.

Il s’agit maintenant de calculer la longueur de chaque géodésiques fermées et de remarquer que la plus courte
est forcément de longueur 4. Nous adoptons une stratégie visant à démontrer que la longueur de toute géodé-
sique fermée est plus grande ou égale à 4. Pour ceci, il faut borner inférieurement toutes les longueurs. Dans le
calcul de la longueur, il y a des mots qui reviennent souvent et dont la longueur est connue. Pour le calcul de
la borne inférieur de la longueur des géodésiques fermées, il suffira de repérer dans chaque mot représentant
une classe de géodésiques les mots que nous décrirons ici, en suivant une règle de lecture et de remarquer
ensuite que toute géodésique fermée atteint une longueur supérieure à 4 avant de se refermer.

Nous allons maintenant définir quatre type de mots finis qui nous aiderons à minorer les longueurs des géodé-
siques. Nous appelons ces mots des ”mots magiques”.

Mots magiques :
Pour exprimer les mots magiques et leur longueur, nous allons utiliser la lettre G qui symbolisera toute lettre
grecque.

1. (Diamètres) : Tout mot de type akGGGbk ou bkGGGak est appelé un diamètre de l’hexagone et a une
longueur 2. Un tel mot sera noté D (voir figure 6.3).
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a0

a1
a2

b2

b0

b1

L0

L1 L2

FIGURE 6.3 – Diamètre

Remarque 6.14. Il n’est a priori pas clair que la contribution en longueur de la projection sur L1

additionnée à la contribution de la projection sur L2 donne 1, toutefois, remarquons que la trajectoire
doit passer soit par les deux triangles les plus à gauche soit par les deux triangles les plus à droite.
Supposons que la courbe passe par les deux triangles de droite et notons (x, 2) les coordonnées de
l’extrémité haute de la géodésique (−1√

3
≤ x ≤ 1√

3
). La contribution sur L1 provient de tous les triangles

sauf celui en b0 et la contribution sur L2 ne vient que du triangle en a0. Un calcul élémentaire montre
que la contribution sur L1 est de 1−

√
3x

2 et que la contribution sur L2 est de 1+
√
3x

2 , ce qui se somme à
1.

2. (Rayons) : Tout mot de type GGbk ou bkGG est appelé un rayon de l’hexagone et a une longueur 1. Un
tel mot sera noté R (voir figure 6.4).

a0

a1
a2

b2

b0

b1

L0

L1 L2

FIGURE 6.4 – Rayon

3. (Losanges) : Tout mot de type GakGG est appelé un losange et a une longueur 1. Un tel mot sera noté
L (voir figure 6.5).

4. (Losanges croix) : Tout mot de type bk+1βk+1,kakαk,k+2bk+2 ou bk+2βk+2,kakαk,k+1bk+1 est appelé
un losange croix et a une longueur 2. Un tel mot sera noté CL (voir figure 6.6).

Remarque 6.15. Pour représenter les losanges et les losanges croix, nous avons utilisé un développement de
l’hexagone permettant de ne pas dessiner les géodésiques du flot de billard de manière brisée mais avec des
segments euclidiens, ce qui rend beaucoup plus aisés les calculs de bornes inférieures à la longueur

Il s’agit maintenant de définir la règle de lecture d’un mot afin d’en trouver la borne inférieure pour la longueur.
Règles de lecture :
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a0

a1
a2

b2

b0

b1

L0

L1 L2

a0

a1

a2

b2

b0
b1L0 L1

L2

FIGURE 6.5 – Losange : les contributions sur L0 et sur L2 s’additionnent à 1.

a0

a1
a2

b2

b0

b1

L0

L1 L2

a0

a1

a2

b2

b0
b1L0 L1

L2

FIGURE 6.6 – Losange croix, les contributions sur L2 et sur L0 s’additionnent pour donner 2

1. Chaque mot se lit de gauche à droite.

2. Lorsque l’on tombe sur un mot magique m :
• Si m est un diamètre, ne pas compter les rayons qu’il contient.
• Si m est un losange, ne pas compter les rayons qu’il contient
• Deux rayons peuvent être imbriqués de deux manières :

• Nous pouvons avoir un mot de type bkGGbl avec l = k+1 ou l = k+2. Un tel mot a une longueur
2.

• Nous pouvons avoir un mot de type GGbkGG, un tel mot a une longueur 2 et nous ne comptons
pas les rayons qu’il contient.

Nous pouvons maintenant commencer l’étude de cas des trajectoires fermées possibles et montrer que la borne
inférieure de la longueur est forcément 4, puis expliciter une géodésique fermée de longueur 4, ce qui prouvera
le théorème. Par symétrie, nous n’analyserons que les trajectoires commençant par a0 et sortant du premier
hexagone par b2, a1 ou b0 ainsi que les trajectoires commençant en b0 et sortant du premier hexagone par
a2, b1 ou a0.
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Trajectoires partants de a0 :

1. m =

L︷ ︸︸ ︷
a0αβα︸ ︷︷ ︸

L

b0βαβb0 : Couvre exactement deux diamètres, ce qui implique que ℓH(m) = 4. Les

courbes fermées de ce types sont des systoles, car m est cyclique et de longueur exactement 4.

2. m =

D︷ ︸︸ ︷
a0αβαb0 β0,1α1,2b2︸ ︷︷ ︸

R

R︷ ︸︸ ︷
β2,0α0,1b1 : Couvre un diamètre et deux rayon, ce qui implique que ℓH(m) ≥

4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

3. Il y a deux possibilités pour le cas (3) :

• m = a0α0,2

L︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,0︸ ︷︷ ︸

L

β0,2a2α2,0β0,1

R︷ ︸︸ ︷
β0,1α1,2︸ ︷︷ ︸

R

b2β2,0α0,1 : Couvre deux losanges et deux rayons, ce

qui implique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m
n’est pas cyclique.

• m = a0α0,2

L︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,0︸ ︷︷ ︸

L

β0,2a2α2,1β1,0

L︷ ︸︸ ︷
β1,0a0α0,2︸ ︷︷ ︸

L

β2,1a1α1,2β2,0 : Couvre quatre losanges, et ne se

referme pas en revenant à a0 car le nombre de lettres latines est 4 ̸= 3 + 2n, ce qui implique que
ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

4. m = a0α0,2

L︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,2︸ ︷︷ ︸

R

β2,0α0,1

D︷ ︸︸ ︷
b1β1,2α2,0β0,1a1 : Couvre un losange, un rayon et un diamètre, ce qui

implique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est
pas cyclique.

5. m = a0α0,2

R︷ ︸︸ ︷
b2︸ ︷︷ ︸

R

β2,1α1,0

R︷ ︸︸ ︷
b0︸ ︷︷ ︸

R

β0,2α2,1b1 : Couvre quatre rayons imbriqués, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4.

Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

6. m = a0α0,2β2,1

D︷ ︸︸ ︷
a1α1,2β2,0α0,1︸ ︷︷ ︸

D

b1β1,2α2,0β0,1a1 : Couvre deux diamètres, ce qui implique que ℓH(m) ≥

4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

7. m = a0α0,2

R︷ ︸︸ ︷
b2︸ ︷︷ ︸

R

β2,1α1,0

R︷ ︸︸ ︷
b0︸ ︷︷ ︸

R

β0,2α2,1b1 : Couvre quatre rayons imbriqués, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4.

Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

8. • m = a0α0,2b2

L︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,0β0,2 ︸ ︷︷ ︸

D

a2α2,0β0,1α1,2

R︷ ︸︸ ︷
b2β2,1α1,0 : Couvre un losange, un diamètre et un rayon,

ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car
m n’est pas cyclique.

• m = a0α0,2b2

CL︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,0b0 β0,2a2α2,1b1︸ ︷︷ ︸

CL

: Couvre deux losanges croix, ce qui implique que ℓH(m) ≥

4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
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Trajectoires partants de b0 :

1. m =

D︷ ︸︸ ︷
b0βαβa0︸ ︷︷ ︸

D

αβαb0 : Couvre exactement deux diamètres, ce qui implique que ℓH(m) = 4. Les

courbes fermées de ce types sont des systoles, car m est cyclique et de longueur exactement 4.

2. m =

D︷ ︸︸ ︷
b0β−α−β−a0 α1,0︸ ︷︷ ︸

L

β1,2a2α2,0

L︷ ︸︸ ︷
β0,1a1α1,0β0,2 : Couvre un diamètre et deux losanges, ce qui im-

plique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas
cyclique.

3. m =

R︷ ︸︸ ︷
b0︸ ︷︷ ︸

R

β0,2α2,1

R︷ ︸︸ ︷
b1︸ ︷︷ ︸

R

β1,0α0,2b2 : Couvre quatre rayon, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce

types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

4. m =

R︷ ︸︸ ︷
b0︸ ︷︷ ︸

R

β0,2α2,1

R︷ ︸︸ ︷
b1︸ ︷︷ ︸

R

β1,2α2,0b0 : Couvre quatre rayon, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce

types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

5. m = b0

L︷ ︸︸ ︷
β0,2a2α2,1︸ ︷︷ ︸

L

β1,0a0α0,2

CL︷ ︸︸ ︷
β2,1a1α1,0b0 : Couvre deux losange et un losange croix, ce qui implique

que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce type peuvent être des géodésiques fermées mais sont plus longues
que des systoles.

6. m = b0

CL︷ ︸︸ ︷
β0,2a2α2,1b1 β1,0a0α0,2b2︸ ︷︷ ︸

CL

: Couvre deux losanges croix, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4. Les

courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

7. m = b0

CL︷ ︸︸ ︷
β0,2a2α2,1b1 ︸ ︷︷ ︸

R

β1,0α0,2

R︷ ︸︸ ︷
b2β2,0α0,1 : Couvre un losange croix, puis deux rayons, ce qui implique

que ℓH(m) ≥ 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, carm n’est pas cyclique.

8. m = b0

CL︷ ︸︸ ︷
β0,2a2α2,1b1 b1 β1,0a0α0,2b2︸ ︷︷ ︸

CL

: Couvre deux losanges croix, ce qui implique que ℓH(m) ≥ 4.

Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

Nous avons donc vérifié toutes les possibilités de trajectoire, et obtenu que leur longueur était forcément
bornée inférieurement par 4. Nous avons donc montré que les trajectoires cycliques les plus courtes étaient
de longueur 4, ce qui implique que la sphère de Cossarini-Sabourau a une systole égale à 4. Nous savons que
nous n’avons oublié aucune trajectoire car nous sommes passés par toutes les possibilités, de plus, l’angle
θdep entre une trajectoire et le côté de H où commence la trajectoire satisfait 0 < θdep <

2π
3 , par symétrie de

l’hexagone. Sans perdre de généralité, si la trajectoire commence par a0 le mot ne peut que être complété de
trois manières différentes :

• a0α0,2b2, et alors l’angle aigu entre b2 et la trajectoire est noté θa0b2 et nous avons 0 < θa0b2 < π
3 donc

la trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de β2,1, et ainsi de suite. Le nombre
de possibilité de trajectoires de billard diminue donc rapidement.
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• a0α0,2β2,1a1, et alors l’angle aigu entre a1 et la trajectoire est noté θa0a1 et nous avons π
3 < θa0b2 < π

2

donc la trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de α1,0, et ainsi de suite, le
nombre de possibilités de trajectoires de billard diminue donc rapidement.

• a0α0,2β2,1α1,0b0, et alors l’angle entre b2 et la trajectoire est noté θa0b0 et nous avons π
3 < θa0b0 < 2π

3

donc la trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de β0,1α1,2 ou en direction de
β0,2α2,1, et ainsi de suite, le nombre de possibilités de trajectoires de billard diminue donc rapidement.

Nous déduisons de ceci que nous avons bien traité toutes les trajectoires possibles.

Nous avons donc prouvé que le ratio systolique de la sphère de Cossarini-Sabourau vaut 4π
3 et est tel que par

chaque point passe au moins 3 systoles. Une question qui se pose naturellement et à laquelle nous n’avons pas
encore répondu est la suivante :

"La métrique de Cossarini-Sabourau est elle un maximum local de la systole de la sphère dans l’espace des
métrique finslériennes faible?"

On peut raisonablement penser que la réponse est positive, de par le fait que cette métrique donne lieu à
beaucoup de systoles, il semble que les techniques de preuve de [Bal10] et [Sab09] puissent être adaptées à
cette situation. Ceci permettrait d’avoir un autre exemple de maximum local, différent de la sphère de Calabi-
Croke.
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Conclusion et questions

Au cours de cette thèse, nous avons exploré différentes approches de la géométrie finslerienne ; en particulier
les points de vue métrique et convexe qui sont plus synthétiques que l’approche standard de la géométrie
différentielle et pour lesquels nous avons tentés d’apporter des éléments de clarification et de fondations.
Avec ces outils nous avons pu reformuler les résultats de Busemann-Mayer [May41] et leur démonstration.
Nous avons ensuite formulé et démontré des résultats analogue dans le contexte des espace-temps pseudo-
riemanniens.

Dans le chapitre 5, nous avons isolé une classe spéciale de géodésiques dans une variété finslérienne faible et
donné des conditions permettant de construire une application exponentielle. Un théorème de Hopf-Rinow est
également démontré.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons les méthodes développées dans la thèse à l’étude des proprités syto-
liques d’une métrique finclérienne faible particulière sur la sphère de dimension 2, basée sur une construction
dûe à Marcos Cossarini et Stéphane Sabourau [Cos20].

En conclusion nous proposons quelques questions qui se posent naturellement dans le contexte du présent
travail :

1. Étant donné une variété finslérienne faible de dimension n strictement convexe et Lipschitz, est ce que
les géodésiques sont continûment différentiables?

2. Étant donné une variété pseudo-finslérienne de dimension 2, est ce que la construction des pseudo-
cercles de Busemann-Mayer est possible et peut permettre de démontrer que les géodésiques de telles
géométries sont continûment différentiables? Ce résultat est il généralisable à la dimension n?

3. Si une métrique finslérienne est strictement convexe, est ce que pour tout x ∈M il existe ε > 0 tel que
pour tout y ∈ BF (x, ε), il existe une unique géodésique de x à y.

4. Est-ce que toutes les géodésiques d’une métrique strictement convexe sont des géodésiques spéciales?

5. Est-ce que les géodésiques spéciales d’une métrique finslérienne faible sont C1 ?

6. Est-ce que l’exponentielle spéciale est un homéomorphisme local ?

7. Est-il possible de décrire complètement le flot des géodésiques spéciales de la sphère de Cossarini-
Sabourau?

8. Est-ce que la métrique de Cossarini-Sabourau sur la sphère est un maximum local pour la systole?
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