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Résumé

Ce travail porte sur 1’étude des géodésiques des métriques finslériennes faibles de basse régularité en passant
par différents points de vue sur la géométrie et en déduisant des résultats liés a ces points de vue. Nous com-
mengons par revisiter, unifier et généraliser les résultats d’un article de Herbert Busemann et Walter Mayer de
1941 revu partiellement par Shoshichi Kobayashi, puis en tirons les conséquences et montrons que quelques

uns de ces résultats peuvent s’adapter a une géométrie de type espace-temps.

Nous définissons ensuite une notion de “géodésiques spéciales” et une application exponentielle spéciale pour
les métriques finslériennes faibles, permettant de démontrer un théoréme de Hopf-Rinow adapté aux mé-
triques finslérienne faibles de basse régularité. Les résultats de Hopf-Rinow spécial, combinés au résultats de
Busemann-Mayer, permettent de construire des métriques satisfaisant un théoreme de type Hopf-Rinow en

partant d’un champ d’ouverts étoilés sur une variété différentiable.

La these se termine par la construction concrete d’une métrique finslérienne faible de faible régularité sur
la sphere de dimension 2 et en étudie le flot des géodésiques spéciales afin de comprendre des propriétés

systoliques remarquables de cette métrique.



Abstract

This work is about the study of geodesics of weak Finsler metrics of low regularity viewed from various
points of view on geometry and deducing results coming from these points of view. We begin by unders-
tanding, unifying and generalising results from a 1941 article by Herbert Busemann and Walter Mayer and
partially reviewed by Shoshichi Kobayashi. We discuss some consequences of these results and show that

some of them can be adapted to Finsler space-time geometry.

We then define “special” geodesics and a “special” exponential map for weak finsler metrics, allowing us to
prove a Hopf-Rinow type theorem for weak finsler metrics of low regularity. The combination of the special
Hopf-Rinow’s theorem and the Busemann-Mayer theorem, say that, given a field of star-shaped open sets
on a differentiable manifold, we can construct some metrics that satisfy a Hopf-Rinow type theorem on that

manifold.

We end this thesis by constructing a weak Finsler metric of low regularity on the two dimensional sphere with

some remarkable systolic properties.



A short description of the thesis

Work on Busemann-Mayer’s theorems

This section focuses on the Busemann’s point of view of Finsler geometry, which is very synthetic. There are
explanations, generalisations and unifications of Busemann-Mayer-Kobayashi theorems [Kob91], [May41].

We start with a few definitions.

Definition 1 : Let M be a differentiable manifold. An upper semi-continuous functional ' : TM — Risa
weak finsler metric if it satisfies the following conditions :

1. F(z,v) > 0forall (z,v) € TM

2. F(0) =0and F(x,\v) = AF(z,v), forall A\ > 0 and (x,v) € TM.

3. F(z,v+w) < F(z,v) + F(x,w) forall (x,v), (z,w) € TM.
Definition 2 :

* Let X be a finite dimensional real vector space and {2 be a star shaped domain around 0 € X. The
Minkowski gauge of () is the functional ® : X — R defined as

O(z) =inf{t > 0|z € tQ}.

Note that when {2 is a convex set, the Minkowski gauge of €2 is a weak norm on X.

* Let M be a differentiable manifold. A subset {2 C T'M is a field of star shaped domains aroud 0 € T'M
if for every x € M, the set 2, = Q N T, M is a star shaped domain around 0.

e Let M be a differentiable manifold and 2 C T'M a field of star shaped domains around 0 € T'M.
The Minkowski gauge of €2 is the functional ® : TM — R, such that for all x € M, the function
&(x,—): T, M — Ry is the Minkowski gauge of €2,.

Note that when €2, is convex for all x € M, the Minkowski gauge of {2 C T'M is a weak finsler metric.

* Given a Minkowski gauge ® : T'M — R, we define the distance between two points z,y € M as

b
do(z,y) = inf / B (1), 4(8))dt

where the infimum is taken over all curves «y : [a,b] — M such that v(a) = = and v(b) = y. When a
weak finsler metric F' : TM — R is given, the distance dr is defined the same way.

Theorem A (Theorem 2.3) : Let M be a differentiable manifold and ® : TM — R the Minkowski gauge of 2,
a field of star shaped domains around O € T M. Consider F' : TM — R the Minkowski gauge of the convex

10



hull of 2, denoted by Conv(2) (which implies that F is a weak Finsler metric). Then for all z,y € M,

do(z,y) = dp(x,y).

The next theorem is about the equality between the Finsler length and the intrinsic length and about the metric
derivative.
Definition 3 :

* Given a weak Finsler manifold (M, F') and a continuously differentiable curve 7 : [a,b] — M, the

Finsler length of ~ is

b
tr(y) = / F(y(t).4()dt

and the intrinsic length of v is

lap () = sup {i dr(v(t), 7<ti+1)>}
i=0

where d is the Finsler distance, and the supremum is taken over all partitions {¢;}7_, of [a, b].

Theorem B (Theorem 2.16) : Let M be a differentiable manifold endowed with a Lipschitz weak Finsler
metric F': M — R. Then for all continuously differentiable curves -y : [a,b] — M, we have

lr(v) = Lap(7)

Theorem C (Theorem 2.21) (Metric derivative) : Consider a chart U C M of the differentiable manifold M
and let (27)nen, (Yn)nen C U be two sequences such that x,, # vy, that are converging to the same point

xo € U. Suppose that &, = IZZ:ZZI

converges to a vector &, then

TUACIN T F(20,6).

n—o0 |yn — Iy
We can write this a weaker result, that is more about metric derivative in the usual way :

Theorem C’ (Theorem 2.23 (Metric derivative (bis)) : Let 7y : [0,€] — U an arc-length parametrized curve

that is differentiable at 0, then
L dp(3(0), (1))

fimg TR = F(3(0),5(0)).

Definition 4 : Let (M, F') be a weak Finsler manifold. A curve v : [a,b] — M is a metric geodesic if for all
to € [a, b] there exists € > O such that forall r < s < t € [tg — ¢, 1o + €], we have

d(y(r),v(s)) + d(v(s),7(8)) = d(v(r), 7 (?)).

The next theorem is a review of what is done in the article of Busemann-Mayer [May41]. In this theorem, the
manifold has dimension 2.

We moreover suppose that the Finsler structure is strictly convex and Lipschitz.

11



Theorem D (Theorem 2.40) : Let (M, F) be a two dimensionnal strictly convex and Lipschitz weak Finsler

manifold then the metric geodesics are continuously differentiable.

Timelike Busemann-Mayer-Kobayashi

In this part of the thesis, we proved Busemann-Mayer type theorems in the timelike setting.
Definition 5 :

1.

Let X be a finite dimensional real vector space. A Minkowski pseudo-norm is a functional f defined on
an closed convex and proper cone of apex 0, called C \ {0} (proper means that there exist a supporting
hyperplane of C through 0 that contains only 0) we call such a cone a causal cone. Moreover, f must

satisfy
* Positivity : f(xz) > 0forall z € C and f(x) > 0 forall z € C and f(0) = 0.

* Positive homogeneity : f(Ax) = Af(z) forall z € C and all A > 0.
* Concavity : f(tx + (1 —t)y) > tf(z)+ (1 —t)f(y) forallz,y € Candall 0 < ¢ < 1.

. Given a manifold M, a cone field C C T M is an closed subset of TM such that C,, = C N1, M is a

convex an proper cone of apex 0.

. Let M a differentiable manifold and a cone field C C T'M . A weak pseudo-Finsler metric f : C — R

is a continuous functional such that for all x € M, f(x, —) : C; — R is a Minkowski pseudo-norm.

Let M a weak pseudo-Finsler manifold which causal cone is denoted by C. A continuously differentiable

curve o : [a,b] — M is called a causal curve if for all t € [a, b], we have that 5(t) € Cy(y). We call 0 a
strictly causal curve if 6(t) € Cy(y).

Let (M,C, f) a weak pseudo-Finsler manifold. Given two distinct points z,y € M, we say that x < y
if there exist a causal curve between = and y and that x < y if there exist a strictly causal curve between

x and y

Let (M,C, f) a weak pseudo-Finsler manifold and two points z,y € M such that x < y, then the

pseudo-distance between = and y is

b
o1z, ) = sup / F(o (), 5(0))dt

where the supremum is taken over all causal curves o : [a,b] — M from z to y.

In this thesis we developped a different and more synthetic way to see a Minkowski pseudo-norm. .
Definition 6 :

* Let X be a finite dimensional vector space. A Valinor set is a domain D C X with the following

properties

1. D is connected, non-empty, open and contained in a causal cone.
2.0¢D.
3. (Anti-star shaped) If z € D, then for all A > 1, we have Az € D.

12



» Given a Valinor set D in a finite dimensional vector space X, the cone over D is the set
Cp:={x€X| thereexists A >0 suchthat Az € D} U{0}.

and the set

B=c\D

is called the unit ball.
* Given a Valinor set D in a real finite dimensionnal vector space X and the cone Cp over D, there is a

causality relation < on M defined by
x=y if y—xzelp.
* Given a Valinor set D, the Lorentz-Minkowski gauge of D is the functional ¢p : Cp — R defined by
¢p(z) =sup {t > 0|z €tD}.

Note that if the Valinor set D is convex, then ¢p is a Minkowski pseudo-norm.
As in the usual Finsler setting, we will use the definitions on a vector space to build a metric on a manifold,
for which the vector spaces will be the tangent space at a point.
Definition 7 :
* Let M be a differentiable manifold. A Valinor sets field is an open subset D C T'M such that D, :=
T, M N D is a Valinor set for the vector space 1, M.
* Given a Valinor sets field D on a differentiable manifold M, we can define the Lorentz-Minkowski
gauge ¢p : TM — R that is given by ¢p(z,v) = ¢p, (v).
Observe that given a Valinor sets field and taking the Lorentz-Minkowski gauge of each of the Valinor sets in

T, M endowes the space with a pseudo-Finsler structure when D is convex.

Theorem E (Theorem 2.13) Let M be a differentiable manifold endowed with a Valinor sets field D C T M
such that its Lorentz-Minkowski gauge is continuous and the unit ball is bounded. Then, for all x,y € Cp such

that x < y, we have
po(x,y) = py(,y),

where ¢ is the Lorentz-Minkowski gauge of D and f is the Lorentz-Minkowski gauge of Conv (D).
Definition 8 :
* Given a weak pseudo-Finsler manifold (M,C, f) and a continuously differentiable causal curve = :

[a, b] — M, the pseudo-Finsler length of =y is

b
ty(y) = / v, 4 (1))dt

and the intrinsic length of 7 is
n—1
((y) = inf {Z dy(y(t:), ’Y(fi+1))}
i=0

13



where dy is the pseudo-Finsler distance, and the infimum is taken over all partitions {t;}"_, of [a, b].

Theorem F (Theorem 4.17) Let (M,C, f) a pseudo-Finsler manifold such that f is Lipschitz. Then for all

piecewise C! causal curve o : [a,b] — M we have,

There is also a theorem on metric derivative that occurs in a chart ¢/ of the manifold M.

Theorem G (Timelike metric derivative) Let x,,, y, € U two sequences such that x,, # y, and x,, < yy, for

all n and limy, 00 Tp, = limy, 00 Yn = To. Let vy := |z":§n|
n n

and v = lim,,_,oc Up,. Then

lim Ps(@nsYn) _ f(zo,v).

n—oo ’yn - 13n| B

Special geodesics

In this section, we return to Finsler geometry. We present some new results in which the difficulty was to set
up the good definition and prove the local existence and uniqueness of the the special exponential map. The
aim of this chapter is to define an analog of the Riemannian exponential map, but for non-strictly convex weak
Finsler metrics.

Definition 9 :

1. Let (M, F) be a weak Finsler manifold of class C31. The strongly convexified metric of F' is F. =
V F? + ch where h is an auxiliary complete Riemannian metric.
2. Given (M, F) a weak Finsler manifold of class C*?, a special geodesic is a uniform limit of geodesics

for the strongly convexified metric F.

Definition 10 : Let {F.} be a family of strongly convex Finsler metrics of class C*! on a manifold M. We
say that { F.} is A, n—-quasi-Thales on the open set I/ if the following is satisfied :
(i) 0 <n<Inj(F.,z)forallz € Uand 0 < A.

(ii) forall z,y € B(xo,n) and all t € [0, 1] we have

;ds(;p’y) <de(z(t),y(t)) < Atd:(z,y),

where x(t) is the geodesic from xg to x and y(t) is the geodesic from z( to y and d. is the distance

coming from F.

This definition is very useful for the construction of an exponential map for a non-strictly convex weak Finsler
metric. The role of the A, n-quasi-Thales property is to make the exponential maps of F. well defined and
make their injectivity radii greater than a uniform constant, and thus, when € goes to 0, to have a strictly

positive injectivity radius for the limit application, that we will call the special exponential.

Theorem I : Let (M, F) a weak-Finsler manifold where F is C*', and the family of F. is (\,n)—quasi-
Thales, then there exist special geodesics, and they are geodesics for F. Moreover, the special geodesics are
differentiable.
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Theorem J (Theorem 5.15) Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C3! for which the sequence of stron-
gly convexified metrics is A, n—quasi-Thales. Then for all zq € M, if B(xg, 4) = {v € T, M | F(z0,v) < 1},
there exists an application

O, B(xo, g) — M

such that for all v € B(xo, 3) we have
q)iUO ('U) - il_rf(l) q)ifo (U)

where @, = expf, : B(xo, 4) — M is the restriction of the e—exponential map (the exponential map of Fy.)
to the ball B(xo, 3). Moreover, the application ®,,, : B(xo,3) C Ty M — B(xo,4) C M is bijective.

Definition 11 : Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C*! for which the sequence of strongly convexi-
fied metrics is A\, n—quasi-Thales We define the special exponential by

Spexp,, : B(wo, g) CT,M— M
v — (1)

where 7, is the special geodesic such that v(0) = p and (0) = v.

When these objects are defined, the proof of a Hopf-Rinow theorem for the special geodesics follows the
usual arguments, since the proof of this theorem is essentially metric and uses the exponential map (as in the
classical case of a Riemanniann manifold).
Definition 12
* We say that a metric is called complete for the special geodesics if every special geodesic can be defined
on [0, 00].

» We say that a metric space is forward complete if every sequence {x,, } ,eny C X such that

lim sup d(zg, zm) =0
k—o0 m>k

converges.

Theorem K (Theorem 5.22) : Let (M, F) a weak Finsler manifold of class C>' for which the sequence of
strongly convexified metrics is A\, n—quasi-Thales. Then, M is forward complete if and only if it is complete

for the special geodesics.
In the proof of the special Hopf-Rinow theorem, we also showed the following.

Scholium : Let (M, F') a weak Finsler manifold of class C3! for which the sequence of strongly convexified
metrics is A, p—quasi-Thales. Given x,y € M, there always exists a special geodesic 7y : [0,¢] — M such
that 7(0) = x and y(¢) = y and £() = dp(x,y).
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Finsler systolic ratio of the 2-dimensionnal sphere

The problem of the optimal systolic ratio on a compact Riemanniann manifold is due to Mikhail Gromov in
[Gro83] and developped by Mikhail G. Katz in [Kat07]. The particular question of the systolic ratio of the 2-
dimensionnal sphere was invastigated by Christopher Croke [Cro88], Florent Balacheff [Bal10] and Stéphane
Sabourau [Sab09]
In collaboration with Louis Merlin, we described a new metric on the 2-dimensionnal sphere, inspired by
[Cos20], that has remarkable systolic properties.
Definition 13 :

* The systol of a Finsler sphere is the length of the shortest closed geodesic.

¢ The systolic ratio of a two dimensional Finsler sphere (M, F') is then defined as

2
psyst(M, F) = m
where the supremum is taken over all Finsler metrics on M and the volume is the Holmes-Thompson
volume.
Given a topological manifold, a classical question is to find the largest systolic ratio. This is a hard problem,
even for the 2-sphere, the question is not yet completely answered [Ball0],[Sab09]. In collaboration with

Louis Merlin, we developped a sphere with a large systolic ratio, and with a large number of closed geodesics.

Theorem L (Theorem 6.3) : There exist a weak Finsler metric F (called Cossarini-Sabourau’s metric) on the

2-dimensionnal sphere with systolic ratio

4
psys(S27F) = ?

Moreover, the sphere S? endowed with the Cossarini-Sabourau weak Finsler metric is called the Cossarini-
Sabourau sphere. We needed to study the special geodesics flow on this sphere to compute precisely the length
of the shorter closed geodesic. The proof is following combinatorial arguments to find a lower bound to the
length and prove this is the systol.

The interest of this result is that the largest known Riemannian systolic ratio is the Calabi-Croke and the value
of its systolic ratio is 2v/3 (see [Cro88], [Ball0], [Sab09]) which is smaller that the Cossarini-Sabourau’s
systolic ratio, moreover, it has many closed geodesics that accomplish the systol and thus this metric is a
intermediate example between the Zoll metrics (see [Bes12] and the Calabi-Croke metric. This metric has
not the biggest known Finsler systolic ratio (see [Sab09]), but it is a good candidate to be a local maximum
for the systolic ratio, giving an example of large systolic ratio that comes from another construction that the

Calabi-Croke metric.
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Introduction

Cette these porte sur I’étude des géodésiques des variétés finslériennes et pseudo-finslériennes faibles et de
basse régularité telles que décrites dans [Papl4a], [Pap09], [May41], [Iva01], [BCS00] et [PY19], [Bus67].

Nous commencons cette étude en exposant précisément les notions d’espaces métriques faibles, d’espaces
de Minkowski, de structure de longueur pour arriver a la description des espaces finslériens faibles de basse

régularité.

Définition. Soit M une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible sur M est la donnée d’une

fonctionnelle F' : TM — R, semi-continue supérieurement, convexe et homogene positive.

Le courant dominant de la géométrie finslérienne au cours du XX°™ sigcle a été de supposer une plus
grande régularité (habituellement au moins C'*) et la condition de forte convexité, aussi appelée condition
de Legendre-Clebsch, qui impose a la boule unité dans chaque espace tangent d’étre de courbure de Gauss-
Kronecker strictement positive. Cette condition vient du calcul variationnel classique et donne lieu a la
construction de divers tenseurs et connexions qui permettent d’étudier la variétés finslériennes par des tech-
niques de géométrie différentielles analogues la géométrie Riemannienne. Une référence standard sur ce point
de vue est le livre de Bao, Chern et Shen [BCS00].

Par contraste, le présent travail se situe dans I’héritage et I’esprit de la vision de Herbert Busemann. Une large
revue des travaux de Busemann a été effectuée par Athanase Papadopoulos dans [Pap18a] et [Pap18b]. Les
hypotheses sur les métriques que nous considérerons dans ce textes seront affaiblies de deux manieres. Pre-
mierement, nous considérons des métriques finslériennes comme des fonctionnelles sur le fibré tangent d’une
variété qui ne satisfont que I’homogénéité positive et I’'inégalité (non-stricte) du triangle mais qui peuvent étre
dégénérées ou non-symétriques. Deuxiemement, nous considérons des métriques de faibles régularité, c’est a

dire des fonctionnelles semi-continues ou Lipschitz sur le fibré tangent.

L’étude des métriques finslériennes faibles de basse régularité est important dans la géométrie car ce type
de métriques apparait naturellement comme solution de problemes d’optimisation d’invariants métriques. Ce
phénomene peut se produire notamment lors de I’étude de questions telles que "Sous des contraintes de cour-
bure, quelle métrique a un volume minimal ?" (voir [Gro82]), "Quel est le volume minimal de remplissage 7"
(voir [Iva08], [Gro83]) et la question du ratio systolique optimal de la sphere de dimension 2, faisant appa-
raitre des métriques telles que décrites dans le chapitre 6 (voir en particulier la proposition 6.8). Il est donc
important de comprendre ce type de métriques finslériennes, et ceci passe par I’étude des géodésiques de ces

espaces finslériens.

Dans le premier chapitre de cette these, le choix a été fait de prendre cette définition a rebours. Nous com-
mencons par définir de fagon trés générale ce qu’est une distance faible sur un ensemble.
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Définition. Soit X un ensemble. Une distance faible sur X est une fonctionnelle d : X x X — Ry, telle que
(i) d(z,z) =0,
(ii) (inégalité du triangle) d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2),

pour tous x,y,z € X.

Ensuite, nous définissons ce qu’est une norme de Minkowsi faible sur un espace vectoriel réel de dimension

finie.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme faible de Minkowski est une appli-

cation F' : X — [0, 00] telle que pour tout x,y € X et A\ > 0ona
1. Positivité : F(0) = 0.
2. Homogénéité positive : F(\x) = AF(x).
3. Inégalité du triangle : F(x +y) < F(z) + F(y).

Nous voyons alors que sous certaines hypotheses, une telle norme engendre toujours une distance faible et la

proposition 1.10 donne une réciproque a cette affirmation.
Nous pouvons alors définir une métrique finslérienne sur une variété différentiable de la maniére suivante.

Définition. Soir M une variété différentiable. Une métrique finslérienne est une fonctionnelle F' : TM — R

semi-continue supérieurement telle que F(x,—) : T, M — R est une norme de Minkowski faible pour tout
z e M.

Tout au long de ce travail, nous allons utiliser cette définition de métrique finslérienne faible de basse régu-
larité, mais en ajoutant des hypothéses métriques ou de régularité selon le cadre de travail, tout utilisant le

moins d’hypotheses possibles.

Une métrique finslérienne faible induit une structure de longueur, telle que définie dans [Gro81]. En effet, en
considérant une classe de courbes I' que nous appellerons admissibles (typiquement les courbes continiment
différentiables par morceaux, ou les courbes Lipschitz), la fonctionnelle de longueur finslérienne £ : I' — R
sera donnée par (p(y) = f7 F'. Une structure de longueur étant donnée, nous pouvons alors définir une
distance faible en prenant I’'infimum de la longueur des courbes entre deux points donnés sur une variété;
dF(J,’, y) = infp fF(’}/)

Ces définitions étant posées, nous pouvons définir trois notions de géodésiques sur une variété finslérienne.
La premiere est purement exprimée en termes de distances, ce sont les géodésiques métriques (appelées "Hil-
bert curves" dans [May41]). La seconde implique la longueur finslérienne et demande donc que les géodé-
siques soient différentiables, ce sont les courbes minimisantes (définies dans [Iva01]). La troisi¢me notions de
géodésique apparait comme solution de I’équation différentielle des géodésiques, présentées dans les livres
classiques de géométrie Finslerienne tels que [BCS00]. Nous appellerons ces courbes les géodésiques diffeé-
rentielles, elles sont définies a conditions que la métrique finslérienne aie des propriétés de régularité supplé-

mentaires. Voici les définitions formelles :

Définition. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe v : |a,b] — X est
appelée géodésique métrique si pour tout ty € [a, b] il existe £ > 0 tel que sir,s,t € [ty — &, tg + €] vérifient
r < s<t,alors

d(y(r),7(s)) +d(v(s),7(t)) = d(v(r), 7(t)).

18



Définition. (Courbe minimisante) Soit X un espace topologique muni d’une structure de longueur. Une

courbe admissible v : [a,b] — X est une courbe minimisantes si pour tout s,t € |a, b

Se(v(8),v(1)) = £(V][s,1)-

Définition. (Géodésique différentielles) Soit M une variété différentiable et F' une métrique finslérienne faible
02 F*?
Ovtvi -
fondamental de F'. Nous supposons de plus que le tenseur fondamental est défini positif et nous notons g% son

de régularité C3. Dans un systéeme de coordonnées locales, nous notons gij(x,v) = (z,v) le tenseur

inverse. Une courbe B(t) = (z'(t),...,x™(t)) est une géodésique différentielle pour la métrique finslérienne

F si elle est de classe C? et solution de I’équation différentielle

i yfitd) =0,

k -
i (@,v) 2 ozJ ozt Ozt

L {89w L 99 _ agz‘j}
sont les symboles de Christoffel généralisés (noter que le tenseur fondamental et les symboles de Christoffel
généralisés dépendent de (x,v) et non pas seulement du point x comme c’est le cas en géométrie rieman-

nienne).

Dans le cadre de la géométrie finslérienne étudié dans [BCS00], c’est a dire quand la métrique est C* et
que le tenseur fondamental est défini positif, ces trois types de courbes optimales coincident. Toutefois, dans
notre cas, il faut faire attention car il peut méme arriver que la définition de "courbe minimisante" et celle
de "géodésique" n’aient aucun sens car la métrique n’est pas suffisamment réguliere, ou les géodésiques

métriques ne satisfont pas aux bonne hypotheses de régularité.

Dans cette these, nous développons plusieurs points de vues complémentaires sur la géométrique finslérienne
faible. Le point de vue principal sur cette géométrie est une vision sythétique provenant majoritairement de
[Pap09], le second point de vue, complétant le premier dans le cas d’'une métrique suffisamment réguliére est
celui qui a fait dire 8 Busemann que la géométrie finslérienne classique "évoque a la majorité des mathémati-
ciens I’'image d’une forét impénétrable dont la végétation entiére consiste en des tenseurs" [Pap09], toutefois
ce point de vue est important pour avoir une équation des géodésiques, sous la condition que la métrique
soit fortement convexe et suffisamment régulicre. Une troisicme approche consiste a construire une métrique
finslérienne F' comme la dérivée de la fonctionnelle distance dr, mais il faut préciser les hypothéses sous
lesquelles cette fagon de voir est possible. Nous voyons ceci dans le chapitre 2.

Précisons donc ces différents points de vue sur la géométrie finslerienne :

1. Géométrie convexe([Pap09]) : Soit 2 C T'M, un champ ouvert de convexes contenant la section nulle,
ce qui signifie que €2, = QN7T;,, M est un convexe ouvert pour tout p contenant 0 € 7}, M. Nous pouvons
alors définir une métrique finslérienne sur M en prenant la jauge de Minkowski sur 7}, M induite par le
convexe ouvert €2, :

F(p,v) =inf{t > 0| v e tQ,}.

Remarquons que cette construction est également possible avec un champ d’ouverts étoilés autour de

I’origine, ce qui donne une jauge de Minkowski non-convexe, que nous utiliserons dans le chapitre 2. De
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plus, notons que cette construction justifie le choix de la semi-continuité supérieure comme hypothese
minimale de régularité pour les métriques considérées. En effet, les jauges de Minkowski sont semi-

continues supérieurement car les ensembles de sous-niveaux sont ouverts.

2. Géomeétrie différentielle (IBCSO00]) : On définit une métrique finslérienne comme une fonction F' suffi-
samment réguliere sur le fibré tangent d’une variété différentiable, toutefois nous ne supposons pas en

général que I est strictement convexe sur chaque espace tangent.

3. Dérivée métrique([Iva08],[May41]) : Etant donné une variété différentiable munie de la structure d’es-
pace métrique (M, d), nous pouvons sous certaines conditions définir la dérivée métrique par la formule

suivante :

d 0 t
F(p, U) == Iin’lsup M
t—0 |t]
otl 7y est une courbe C! de M telle que ~y (0) = pet4(0) = v. Un des résultats de cette these donne des

conditions pour que la dérivée métrique soit la métrique finslérienne induisant la distance d.

Le second chapitre aborde les théorémes de Herbert Busemann et Walter Mayer, énoncés et prouvés dans
Particle de 1941 intitulé "On the foundations of calculus of variations" [May41]. Cet article contient des
résultats encore importants aujourd’hui et mérite d’étre réécrit dans un langage plus moderne. Nous avons
décomposé cet article en trois grandes parties, contenant chacune ses propres théorémes. Le premier théoréeme
porte sur la convexification des jauges de Minkowski de champs d’ouverts étoilés autour de la section nulle du
fibré tangent. Ce résultat a été revisité par Shoshichi Kobayashi [Kob91], mais dans un cadre différent de celui
de Busemann et Mayer, en effet, dans [May41], la jauge considérée n’est pas symétrique mais est continue,

alors que dans [Kob91], la jauge considérée est symétrique mais semi-continue supérieurement.

Définition. e Soit Q) C T'M un champ d’ouverts étoilé autour de I’origine, [’enveloppe convexe de ) est

’ensemble

Conv(Q2) = U Conv(£2)
xeM
ou Conv(£),) est I’enveloppe convexe de ), dans I’espace vectoriel T, M.
o Soit ® : TM — Ry la jauge de Minkowski de S, alors la jauge de Minkowski de Conv(S)), notée
F:TM — R est appelée le convexifié de P.
e Soit M une variété différentiable et ® : TM — R une jauge de Minkowski sur M, alors pour tout

x,y € M, nous définissons

b
do(ary) = inf [ B(1(0)3(0)de
a
ou 'infimum est pris sur I’ensemble des courbes vy : [a,b] — M de x a y.

Un des résultats démontrés dans cette these est une généralisation du premier théoreme de Busemann-Mayer
et du résultat principal de I’article [Kob91], car la jauge considérée est semi-continue supérieurement et non-

symétrique.
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Théoreme (Théoreme 2.3. BuseMay[Kob91, page 206] Soient M une variété différentiable connexe et 2 C
T M un champ d’ouverts étoilés autour de I’origine. Soit ® la jauge de Minkowski de () et F' le convexifié de

®, alors, pour tout x,y € M, on a

do(z,y) = dp(x,y).

Le preuve de ce théoreme est liée au théoreme de Minkowski-Carathéodory sur les enveloppes convexes (voir
[Web94]).

La seconde section du chapitre 2 porte sur I’égalité entre la longueur intrinseque et la longueur finslérienne,

et sur des résultats concernant dérivée métrique.

Définition. Soit (X, d) un espace métrique faible et v : [a,b] — X une courbe continue. Nous définissons la

longueur intrinseque de v par :

n—1
Ca(v) = sup Y d((ti),¥(tir1)),
=0
oul le supremum est pris sur [’enseble des partitions a =ty < t; < --- < t, = bde [a, ]

Un exemple classique de courbe sur laquelle la longueur intrinseque ne coincide pas avec la longueur fins-
lérienne est ’escalier du Diable (le graphe de la fonction de Cantor-Vitali, voir [KF75, p. 334]), en effet, la
longueur intrinseéque provenant de la distance euclidienne de I’escalier du Diable est 2 alors que la longueur
finslérienne, c’est a dire la longueur vue comme ’intégrale de la vitesse de cette courbe vaut 1. La solution
a ce probleme est bien connue, en effet, dans le cas des métrique riemanniennes lisses les deux longueurs
coincident sur ’ensemble des courbes absolument continues [AT04]. Toutefois il n’est a priori pas clair que
ceci est vrai pour les métriques finslériennes faibles de basse régularité sur la classe des courbes C' par mor-
ceaux. Ceci est le propos du deuxieéme théoreme de [May41]. Nous avons ajouté un minimum d’hypotheses a
la métrique finslérienne faible afin que le théoréme soit vrai et la classe de courbes considérées est celle des

courbes continiment différentiables par morceaux.

Théoreme (Théoreme 2.16). [May41, Théoréme 2, page 186] Soit (M, F') une variété finslérienne faible dont
la métrique F' est Lipschitz, alors la longueur finslérienne coincide avec la longueur intrinseque donnée par
d sur les courbes continiiment différentiables par morceaux. C’est a dire que pour tout courbe 7y : [a,b] — M

continiiment différentiable par morceaux, on a

Cp(y) = Lap (7).

L’idée de la démonstration de ce théoreme est représemtative de la vision de Busemann sur la géométrie
finslérienne. Busemann voit treés souvent les variétés finslériennes comme des variétés “infinitésimalement
Minkowski’, c’est a dire qu’il approxime la métrique finslérienne par de petits morceaux de normes de Min-
kowski, invariants par translation et projectifs, ce qui permet de déduire des résultats puissants dans de petits

voisinages puis de réunir les petits morceaux et de déduire un résultat global sur la courbe enticre.

De cette fagon de voir sont directement déduits deux variantes d’un théoréme portant sur la dérivée métrique.
Ces résultats demandent de se placer dans un carte de la variété M, et le premier corollaire est plus général

que le second, bien que moins synthétique.
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Théoréme (Théoreme 2.21). [May41, Théoréme 3, page 186] Soit (M, F') une variété finslérienne faible
dont la métrique F est Lipschitz et U C M une carte de la variété M. Considérons {x,} et {yn} deux suites

dans U telles que pour tout n nous avons T, # Yy et satisfaisant lim, oo T, = limy, oo Yy = g € U et

Yn—Tn
[yn—2n]

Up ‘= converge vers un vecteur v, alors

lim dF(xTuyn) _ F(ZL‘O,’U)

n—oo |y, — T
ou nous avons noté |.| la métrique euclidienne dans la carte U.

Le second corollaire est une réécriture du premier en terme de courbes plutdt qu’en termes de suites, il est
moins général que le premier, mais plus clair et permet une comparaison avec les résultats de Serguei Ivanov
[Iva08].

Théoreme (Théoreme 2.21, reformulé). [May41]
Soit (M, F) une variété finslérienne faible dont la métrique F est strictement convexe et Lipschitz et U C M

une carte de la variété M. Soit 7y : [0, 1] — U une courbe continiiment différentiable en 0, alors

iy 9 (1(0): (1))

fim TR = F(3(0),5(0)).

Une petite section suit et montre que le théoreme 3.7 de [Iva08] implique ces deux résultats, en effet, Iva-
nov démontre que toute distance Lipschitz provient d’'une métrique finslérienne et donne méme une forme
explicite de la métrique finslérienne qui engendre la distance, cette métrique étant la différentielle faible d’un

plongement de Kuratowski de 1’espace métrique faible considéré au départ.

La troisieme partie de ce chapitre porte sur la régularité des géodésiques métriques sur une surface finslé-
rienne de basse régularité. Nous ne savons pas si ce résultat est généralisable en dimension supérieure, car les

méthodes utilisées ici sont typiques de la dimension 2.

Théoréme (Théoreme2.40). [May41, Chap. 6, page 194] Soit (M, F') une variété finslérienne faible de di-
mension 2 dont la métrique F' est strictement convexe et Lipschitz, alors les géodésiques métriques pour dp

sont continiiment différentiables.

La preuve de ce résultat est technique, elle utilise les propriétés d’une famille de courbes différentiables que
Busemann-Mayer appellent des pseudo-cercle (voir définition 2.27) et le fait que la projection sur ces courbes

est contractante.

Les résultats du chapitre 2 sont tres généraux, excepté le théoreme de régularité des géodésiques métriques,
qui ne fonctionne qu’en dimension 2. Un des développements futurs a cette theése pourrait étre d’essayer de

généraliser ce résultat a la dimension 7.

Les chapitres 3 et 4 portent sur les métriques finslériennes de type espace-temps ou métriques pseudo-
finslériennes. Ces métriques sont des généralisations des métriques pseudo-riemanniennes de la relativité
générale [Ein16]. Les métriques pseudo-finslériennes faibles de basses régularité sont aux métriques pseudo-
riemanniennes ce que les métriques finslériennes faibles de basse régularité sont aux métriques riemanniennes,

toutefois, contrairement au cas pseudo-riemannien, une métrique pseudo-finslérienne n’est pas définie partout.
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En effet, en dehors du “cone de causalité”, les métriques pseudo-finslériennes n’ont pas de sens. Ceci est une
grande différence avec les chapitres précédents, car la relation de causalité est inévitable et ne permet pas, a

priori, "d’adapter les résultats finslériens en inversant simplement les inégalités".

Dans le développement de la théorie pseudo-finlérienne faible, nous procédons de la méme maniere que dans
le chapitre 1, nous commengons par définir ce qu’est une pseudo-distance, ensuite une pseudo-norme de
Minkowski et enfin une métrique pseudo-finslérienne. Les métriques pseudo-finslériennes ne sont définies
que sur un cone de causalité et la pseudo-distance entre deux point n’est définie qu’entre deux points liés
causalement, tel que nous allons le définir. Ceci est une différence importante entre la géométrie finslérienne
et la géométrie pseudo-finslérienne.

Définition. Soit X un espace topologique de Hausdorff. On appelle X un espace-temps métrique si

1. 11 existe un ordre partiel < sur X (appelé relation de causalité tel que {(x,y) € X x X | x < y} est
fermé dans X x X et pour chaque point p € X, dans chaque voisinage U de p, il existe des points
x,y € U distincts de p tels que t < petp < .

2. 1l existe une fonction p : {(z,y) € X x X | x Xy} — Ry continue et satisfaisant :
e p(x,y) > 0 pourtout x <X y et p(x,z) = 0.
e Six Xy =Xz alors
plz,z) = p(x,y) + p(y, 2),
que nous appellerons inégalité causale.

Nous appellerons la fonction p une pseudo-distance.
Nous définissons ensuite une pseudo-norme de Minkowski.

Définition. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie.

1. On appelle cone de causalité un sous-ensemble C C X qui est un cone convexe fermé propre de sommet
0 € X (propre signifie qu’il existe un hyperplan supporteur de C passant par O et ne contenant que 0

ou que C ne contient aucune droite).

2. La donnée d’un céne de causalité C sur un espace vectoriel X induit la relation de causalité suivante,
x<y si y—zxzel.

3. Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un céne causal satisfaisant
(a) Positivité : f(x) > 0 pour tout x € C et f(x) > 0 pour tout x € 8 et f(0) =0.
(b) Homogénéité positive : f(Ax) = \f(x) pour tout x € C et tout X > 0.
(c) Concavité : f(tx + (1 —t)y) > tf(x) + (1 —t)f(y) pour tout x,y € C et tout 0 < t < 1.
Un espace vectoriel muni d’un coéne de causalité et d’une pseudo-norme de Minkowski est appelé un

espace-temps de Lorentz-Minkowski.

Un espace de Lorentz-Minkowski est un espace-temps métrique via 1’égalité p(z,y) = f(y — x) pour z =< y.
Inversement, les proposition 3.4 et 3.14 donnent des conditions pour qu’un espace-temps métrique soit un
espace de Lorentz-Minkowski.
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Définition. Une métrique pseudo-finslérienne sur une variété M est la donnée d’un sous-ensemble fermé C C
T M (appelé champ de cones de causalité) tel que C,, C T, M est un cone de causalité et d’une fonctionnelle

f : C — R semi-continue inférieurement, homogeéne positive et concave.

Notons que C = |J ¢, Cz s appelle un champ de cones (de causalité) sur M. Le cone de causalité définit ce

qu’est une courbe causale et induit la relation de causalité sur M.

Définition. » Soit M une variété différentiable munie d’un champ de cones de causalité, alors une courbe

o : [a,b] — M est appelée une courbe causale si pour tout t € [a,b], nous avons &(t) € Cy(y) et une

[¢]
courbe strictement causale si pour tout t € [a, b], nous avons 5(t) € Cy(y).
o Soit M une variété différentiable munie d’un champ de cénes de causalité et x,y € M, alors nous
notons x = y si il existe une courbe causale de x vers y et x =< y si il existe une courbe strictement

causale de x vers .

Etant donnés un champ de codnes de causalité C et une métrique pseudo-finslérienne f sur une variété M nous

avons une structure de longueur sur I’ensemble des courbes causales, définie par

ly(o) = /Uf

et une pseudo-distance induisant une structure d’espace-temps métrique sur M, donnée par le relation de

causalité énoncée plus haut et la pseudo-distance

pr(x,y) =suply(o)

ou le supremum est pris sur I’ensemble des courbes causales de x vers .

Nous pouvons donc définir ce que sont les géodésiques des espaces-temps, telles que définies dans [PY19] et
[Bus67].

Définition. (Géodésique pseudo-métrique) Soit (X, <, p) un espace-temps métrique. Une courbe causale
o : [a,b] — X est appelée géodésique pseudo-métrique si pour tout ty € [a,b] il existe € > 0 tel que si
r,8,t € [tg — €, to + €] vérifient r < s < t, alors

plo(r),a(s)) + pla(s),o(t)) = plo(r),a(t)).

Définition. (Courbe maximisante) Soient X un espace topologique muni d’une structure de longueur de type
espace-temps et o : [a,b] — M une courbe causale. On dit que o est une courbe maximisante si pour tout
s,t € [a, b

pe(o(s),0(t)) = £(o]isg)-

Pour démontrer des théoremes inspirés par les résultats de [May41], il nous a fallu définir un nouveau forma-
lisme en cherchant les points communs entre finslérien et pseudo-finslérien. L'un des points communs réside
dans I’approche de type "géométrie convexe", en effet, la notion de convexe de Valinor permet de définir une
métrique pseudo-finslérienne et une relation de causalité d’une facon tres inspirée par la notion de jauge de

Minkowski de la géométrie finslérienne classique.
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Définition (Convexe de Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons convexe de

Valinor un ensemble D C X vérifiant les propriétés suivantes :
1. D est non-vide, convexe et ouvert.
2.0¢D.
3. D est propre (i.e. ne contient aucune droite).
4. (Anti-étoilé) Si x € D, alors pour tout X > 1, nous avons \x € D.
Nous remarquons qu’il est également possible de se donner un ensemble de Valinor pas forcément convexe.

Définition. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un convexe de Valinor dans X. Nous pouvons

alors définir un cone sur D de la maniere suivante :

Cp :={x € X | il existe A > 0 tel que \v € D},

oi D désigne I’adhérence de D. Nous définissons également I’ensemble
B=c\D,

appelé boule unité.

Un champ de convexes fondamentaux sur une variété M est la donnée d’un ensemble ouvert D C T'M tel
que D, = D NT,M estun convexe de Valinor de T, M pour tout x € M. Nous pouvons alors définir un
champ de cones sur 7'M a partir de D. Ceci induit un champ de cones de causalité Cp et donc la relation
de causalité. La métrique pseudo-finslérienne est donnée par la jauge de Lorentz-Minkowski de D, telle que

définie ci-dessous.

Définition. Soir (M, D) une variété différentiable munie d’un champ de convexes fondamentaux. La jauge de
Lorentz-Minkowski de D est la fonctionnelle f : Cp — R définie par

fo(z,v) =sup {t>0|vetD,}.

Remarquons qu’une telle fonctionnelle peut également €tre définie sur un champ d’ensembles fondamentaux
pas forcément convexes. Nous noterons ¢ la jauge de Lorentz-Minkowski d’un champ d’ensembles fonda-
mentaux non convexes. Dans le cas out D n’est pas convexe, nous pourrons considérer son enveloppe convexe
Conv (D) et en prendre la jauge de Lorentz-Minkowski. Si ¢p est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, alors
la jauge de Lorentz-Minkowski f = @cony(p) €st appelée le concavifié de ¢p.

Nous avons ainsi construit une approche de type géométrie convexe de la géométrie pseudo-finslérienne, et
nous allons donc pouvoir utiliser des techniques et des résultats de géométrie convexe pour démontrer des

analogues de type espace temps des résultats de Busemann-Mayer.

Théoreme (Téoreme 4.13). Soit M une variété différentiable munie d’un champ d’ensembles fondamentaux
D dont la boule unité est bornée et induisant une jauge de Lorentz-Minkowski continue. Notons ¢ la jauge de

Lorentz-Minkowski de D et f son concavifié. Alors pour toute paire de points x,y € Cp tels que x <y, on a

po(x,y) = pr(,y).
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L’idée de la preuve de ce théoreme est que les courbes maximisantes des pseudo-normes de Minkowski passant
par les directions extrémes des ensembles fondamentaux ne diminuent pas la longueur, il faut donc approxi-
mer les métriques pseudo-finslériennes par des pseudo-normes de Minkowski puis appliquer des résultats de

géométrie convexe a D pour démontrer le théoréme.

La section suivante démontre un analogue du théoréme sur les longueurs intrinseques de Busemann-Mayer
mais dans le cadre des métriques pseudo-finslériennes. Nous pouvons en effet également définir une longueur

intrinseque d’une courbe causale dans un espace-temps métrique de la maniere suivante.

Définition. Soit (X, <, p) un espace-temps métrique et soit o : |a,b] — X une courbe causale dans X, la

longueur intrinseque de o est définie par

ou Iinfimum est pris sur I’ensmble des partitions a =ty < t; < ... < t,, = bde [a,b].

Il s’agit de voir si cette longueur intrinséque est égale a la longueur pseudo-finslérienne /. Le théoréme

suivant donne une réponse a cette question.

Théoreme (Théoreme 4.17). Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est Lip-
schitz, alors la longueur pseudo-finsiérienne Cr et la longueur intrinseque ¢ coincident sur les courbes cau-
sales continiiment différentiables. C’est a dire, pour toute courbe o : [a,b] — M strictement causale et
continiiment différentiable par morceausx,

ti(o) = (o)
Ceci est une application du point de vue de Busemann sur la géométrie finslérienne, qui voit les métriques
finslériennes comme des métriques infinitessimalement Minkowski, mais appliqué aux métriques pseudo-

finslériennes, en prenant en comptes les contraintes de causalité et I’inégalité causale.

Dans les deux derniers chapitres de la these, nous revenons aux métriques finslériennes "de type espace seule-
ment". Le chapitre 5 est la construction d’un analogue de I’application exponentielle riemannienne dans le
cadre des métriques finslériennes de régularité C*!, mais non-strictement convexes. L’idée est qu’il existe des
géodésiques spéciales parmi toutes les géodésiques d’une variété finslérienne.

Cette approche est inspirée de la notions de "distinguished geodesics" introduite par Busemann dans [BP87].
Un exemple est doné par les métriques projectives dans les ouverts de R™, c’est a dire des métriques pour
lesquelles les droites euclidiennes sont des géodésiques, que I’on peut donc considérer comme des géodésiques
"spéciales”. En particulier les métriques de Funk ou de Hilbert sont des exemples classiques de géométries
finslériennes faibles projectives. De telles métriques admettent beaucoup de géodésiques et parmi elles, les
lignes droites.

Dans le chapitre 5, nous proposons une construction qui distingue certaines géodésiques "spéciales" et nous

montrons 1’ unicité locale de ces géodésiques.

Définition. Soit M une variété différentiable et F' : TM — R une métrique finslérienne faible de classe

C31, et h une métrique riemannienne lisse sur M. Pour ¢ > 0, nous définissons la métrique fortement convexi-

fiée de F par
F.=+\/F?+ch.
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Définition. Soit {F.} une famille de métriques finslériennes de régularité C>' fortement convexes sur une
variété M. Nous disons que {F.} est \,n-quasi-Thalés sur I’ouvert U si les conditions suivantes sont satis-
faites :

(i) 0 < n < Inj(Fe,x) pourtout x € U et 0 < A

(ii) Pour tout x,y € B(xo,n) et tout t € [0, 1] nous avons

;dg(x,y) < de(w(t)ay(t) < t>\d5($,y),

ou x(t) est la géodésique de xo a x et y(t) est la géodésique de xo a y et d. est la distance induite par
F..

le fait d’&tre quasi-Thales est une propriété clé des espaces que nous allons considérer. En effet, ceci aura pour
effet de "bloquer" le rayon d’injectivité des métriques F: et permettra de montrer que les suites de métriques

considérées ont de bonnes proriétés de convergence.

Les métriques F. sont des métriques fortement convexes et de régularité C3!, nous pouvons donc appliquer
I’approche "géométrie différentielle” a cette suite de métriques et constater que pour tout € > 0, I’équation
des géodésiques finslériennes donne 1’existence et 1’unicité locale de géodésiques pour F; (voir [BCS00]).
Ces géodésique seront appelée des c-géodésiques. En laissant € tendre vers 0, la suite des e-geodesiques
converge et nous obtenons une géodésique particuliere de ' comme limite uniforme de e—géodésiques, que

nous appellerons géodésique spéciale.

Théoréme (Corollaire 5.8 et Théoreme 5.10). Soit (M, F) une variété finslérienne faible, de régularité C3'
et h une métrique riemannienne auxiliaire sur M. Supposons que la famille de métriques fortement convexi-
fiées F. = \/F?2 + ch est \,n—quasi-Thales, alors la métriqgue F admet des géodésiques spéciales et ces

géodésiques spéciales sont différentiables.

L’existence des géodésiques spéciales provient de la construction de la métrique fortement convexifiée et de la
convergence des distances lorsque ¢ — 0. La preuve de la différentiabilité des géodésiques spéciales demande

que la famille de métriques F; soit A, n—quasi-Thales.
Nous montrons ensuite qu’il est possible de construire une application “exponentielle spéciale”, c’est a dire
une application associant a tout (z,v) € T'M, la géodésique spéciale ~,(t) telle que v, (0) = x et v, (t) = v.
Notation 0.1. Soit (M, F') une variété finslérienne faible, alors

B(x0777) = {1) €Ty M ‘ F(xo,v) < 77}
et

B(zog,n) ={z € M | dp(zo,z) < n}.

Théoréme (Théoréme 5.15). Soient (M, F) une variété finslérienne faible de classe C3' et h une métrique
riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. = \/F2 + ch est \, n—quasi-Thalés, alors pour tout
xg € M, il existe une application

O, B(xo, g) - M
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telle que pour tout v € B(xo, ) nous avons

o, (v) = lim O (v)

e=0 70
oi @, = exp, : B(wo, ) — M est la restriction de I’e—exponentielle a la boule B(xg, 3 ).
De plus Iapplication ®, : B(xo, %) C TpyeM — B(xo, %) C M est une bijection.
Ce théoréme justifie la définition suivante :

Définition (Exponentielle spéciale). Soit (M, F) une variété finslérienne faible de classe C*' et h une mé-
trique riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. := \/F? + eh est \, n—quasi-Thaleés, et no-
tons exp® : B(xo, g) C TyoM — M exponentielle de I, (voir [BCS00]), alors [’exponentielle spéciale est
I’application Spexp,,, : B(xo, 3) — M définie par

Spexp,(v) = ;1_13[1) exp(v).

Il n’a pas été possible de démontrer que 1’exponentielle spéciale est un homéomorphisme local, car une limite
bijective d’homéomorphismes n’est pas forcément continue (voir I’exemple 5.2 "Tremblement de Terre").
La construction de 1’exponentielle spéciale permet tout de méme d’avoir une bijection locale entre 1’espace
tangent en un point de la variété et un voisinage de ce point. Dés lors, en ayant constaté que le théoréme
de Hopf-Rinow classique est un théoreme utilisant presque seulement la notion de distance et 1’application
exponentielle (voir par exemple [GHLO04]), nous pouvons démontrer un théoréme de Hopf-Rinow pour les
géodésiques spéciales, en utilisant les méthodes classiques, adaptées a I’exponentielle spéciale. Il s’agit tout

de mé&me de faire attention a la définition de complétude dans un espace métrique non-symétrique.

Définition. * Soit (X, d) un espace métrique faible. On dit que {x,, }nen C X est une suite de Cauchy
vers avant si

lim sup d(zg, xm) = 0.
k—oo m>k

L’espace métrique faible (X, d) est dit complet vers avant si toute suite de Cauchy vers I’avant converge.
Nous définissons de Cauchy vers ’arriere et complet vers [’arriere de la méme maniére. Nous dirons
qu’un espace métrique est complet si il est complet vers ’avant et complet vers ’arriére.

* Une variété finslérienne faible (M, F') est dite géodésiquement compléte pour les géodésiques spéciales

si toute géodésique spéciale est définie (ou prolongeable) jusqu’a co.

Théoréme (Théoreme 5.22). Soit (M, F) une variété finslérienne faible de classe C3' et h une métrique
riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. := \/F? + ¢h est \,n—quasi-Thales, alors I est

géodésiquement complete pour les géodésiques spéciales si et seulement si elle est complete vers avant.

Remarquons maintenant que ce résultat représente une fin en soi, étant donné que nous pouvons considérer
que nous construisons une métrique finslérienne faible en se donnant un champ de convexes étoilés sur une
variété différentiable, par le premier théoreme de Busemann-Mayer [May41], mais qu’'une telle métrique,
étant donnée par une enveloppe convexe, n’est pas strictement convexe. Toutefois, si la métrique construite
est suffisamment réguliere, nous pouvons construire des géodésiques spéciales et une exponentielle spéciale,

qui donnera lieu a un théoreme de Hopf-Rinow spécial.
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Le dernier chapitre de cette thése présente un travail en collaboration avec Louis Merlin. Nous avons développé
un exemple de métrique finslérienne faible sur la sphere de dimension deux qui possede de bonnes propriétés

systoliques.

Définition. 1. Soit F une métrique finslérienne sur la sphére S*. On appelle systole de F, et on notera

Syst(F), la longueur de la plus courte géodésique périodique de (S*,F).

2. Etant donné une métrique finslérienne F sur S, nous définissons le ratio systolique de F' par

Syst(F
pr(8%) = Aiie;((S;)

ou le volume finslérien est le volume de Holmes-Thompson tel que défini dans 1.

3. Nous appellerons ratio systolique optimal le supremum sur ’ensemble des métriques des ratios systo-

liques

p(S?) = sup pr(S?).
F

Ces définitions proviennent d’une question de géométrie riemannienne. La question du ratio systolique optimal
riemannien sur une variété compacte a été soulevée par Mikhail Gromov dans [Gro83], inspiré par [Pu52]
et [Bes51] puis notamment développée par Mikhail Katz dans [Kat07]. Dans son article de 1988 [Cro88],
Christopher Croke démontre que le ratio systolique riemannien de la sphere S? est borné, il s’agit donc de
trouver la métrique optimale pour ce ratio. Le plus grand ratio systolique connu est celui de la métrique
de Calabi-Croke sur S?. La construction de Calabi-Croke consiste en deux triangles équilatéraux munis de
la métrique euclidienne et collés par isométrie le long de leurs bords. Le ratio systolique de la sphere de
Calabi-Croke est calculable par de la géométrie élémentaire et vaut 2v/3. Les avancées actuelles montrent que
la métrique de Calabi-Croke est un bon candidat pour étre le maximum, en effet, dans [Bal10] et [Sab09],
Florent Balacheff et Stéphane Sabourau montrent que la sphere de Calabi-Croke est un maximum local pour
les métriques riemanniennes, et méme que I’analogue de la construction de Calabi-Croke, mais en équippant
les triangles d’une métrique de type Manhattan, est un maximum local parmis les métriques finslériennes.

Remarquer que toutes ces métriques sont singulieres, et donc entrent naturellement dans notre cadre de travail.

La métrique sur S? que nous avons construit avec Louis Merlin est une métrique finslérienne faible. Cette
construction est inspirée de I’article de Marcos Cossarini et Stephane Sabourau [Cos20]. Dans cet article, les
auteurs construisent un disque finslérien faible d’air minimale en utilisant des métriques projectives de Crof-
ton. Dans notre travail, nous avons délibérément évité ce formalisme pour décrire la métrique de Cossarini-
Sabourau, car cette métrique peut étre décrite de facon plus sythétique, permettant de la mettre en relation

claire avec le reste de cette these.

Définition. 1. Soient 0y, 01,05 : R2 — R les trois formes linéaires définies par

* Op(v1,v2) = va,

3 1
° 61 (U17U2) = _§f01 + 51)2:

° 92(’01,’1}2) = @’U — %’Ug.

Définissons également trois fonctions de Heaviside hg, h1, hy : R? — {0, 1} données par
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1 si Hi(l'l,x2> Z O,
0 sif;(x1,22) <O.

hi(x1,z2) = {

La métrique de Cossarini-Sabourau sur le plan R? est la métrique finslérienne faible définie par

2

Fos((w1,72), (v1,v2)) = Y b1, @2)|0: (w1, v2)]. M
i=0

2. Laboule unité H = {(z1,22) € R? | dcs((0,0), (z1,x2)) < 1} C R? est appelé le disque de Cossarini-

Sabourau.

Cette métrique est une métrique de Minkowski lorsque nous la restreignons a un des 6 secteur d’angle § dans
R?, un secteur sur deux portant une métrique dégénérée, étant simplement la projection sur une des demi
droites Ly = {tei%Jrk%r |t > O} C C = R? et un secteur sur deux portant une métrique isométrique 2 la
métrique de Manhattan, la métrique étant la somme des projections sur deux demi droites Ly, (voir figure 6.2).
Une autre facon de comprendre cette métrique est de spécifier la fonctionnelle de longueur sur R? qu’elle

induit. Soit 7 : [a, b] — R?, sa longueur de Cossarini-Sabourau est donnée par

ly(y) = Z / Card (7}, (7(t))) dt
k=0,1,2 7 Lk

ou Ty, désigne la projection orthogonale sur L. Nous pouvons facilement calculer le volume de Holmes-
Thompson de ce disque, en effet, comme le volume de Holmes-Thompson de la boule unité d’une métrique
de Minkowski est égal au volume de Holmes-Thompson de la boule duale, nous commencons par remarquer
que le volume de la boule unité de la métrique de Manhattan vaut %, et le disque de Cossarini-Sabourau
comporte trois secteurs dégénérés (d’air de Holmes-Thompson nulle) et trois secteurs isométriques a un quart
de boule unité de Manhattan, donc 33 6

VOIHT (H)

47 7
Pour construire la sphere de Cossarini-Sabourau, nous prenons le double de H, c’est a dire deux copie de H
collées le long de leur bord par isométrie. Nous obtenons alors une variété S homéomorphe a S? munie d’une

métrique finslérienne faible notée Fiog par abus de notation.

Théoreéme (Théoreme 6.3). Le ratio systolique de la sphére de Cossarini-Sabourau S vaut 4% et par chaque

point de S passe au moins trois systoles.

La preuve de ce résultat est principalement combinatoire. Nous commencons par considérer les géodésiques
spéciales de S et constater que via la projection canonique 7 : S — H, le flot des géodésiques spéciales
correspond au flot de billard euclidien dans un hexagone. Nous remarquons ensuite que les géodésiques spé-
ciales périodiques ne sont pas plus courtes que les autres géodésiques périodiques. Il s’agit donc de calculer
les longueurs de toutes les géodésiques spéciales périodiques et de constater que la longueur minimale pos-
sible pour une géodésique spéciale périodique vaut 4. Ceci demande de développer une dynamique symbo-
lique que nous expliquons précisément dans le chapitre 6. Il s’agit ensuite de traiter 9 cas, étant donné que
nous avons beaucoup de contraintes, les géodésiques spéciales devant étre périodiques et suivre un flot de
billard dans un hexagone. La plupart des géodésiques périodiques ont une longueur plus grande que 4 bien
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avant de se refermer. Nous avons donc pu montrer que la systole vaut 4, et donc que le ratio systolique est

PFas(S?) = % = 4{. De plus, les courbes confondues a une hauteur de 1’hexagone parcourue deux fois

dans des sens différents sont des systoles, donc au moins trois systoles passent par chaque point de H.

Ce dernier point fait de ‘H{ un bon candidat pour étre un maximum local pour le ratio systolique parmis les

métriques finslériennes.
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Chapitre 1

Considérations générales sur les espaces
métriques finslériens

1.1 Espaces métriques faibles et normes de Minkowski faibles

Nous allons définir les notions d’espaces métriques faibles, et d’espaces de Minkowski, qui sont un des cadres
de travail dans lesquels nous allons évoluer tout au long de cette these. Les variétés Finslériennes faibles de
basse régularité sont un exemple d’espaces métriques faibles dont chaque tangent est un espace de Minkowski
faible. Une métrique finslérienne faible est donc une métrique infinitésimalement Minkowski faible, il est donc
important dans un premier temps de comprendre les métriques faibles de Minkowski. Dans plusieurs résultats
de cette these, nous utilisons des méthodes qui rameénenent une métrique Finslérienne faible a un espace de
Minkowski faible, par des approximations. Les espaces de Minkowski faibles et les métriques finslériennes
faibles donnent naissance a des espaces métriques faibles, c’est a dire des ensembles munis de distances
faibles. La terminologie distance faible se trouve dans le cours de topologie générale de Waclaw Sierpinski
([Sie52]). Cet auteur attibue cette notion a H. Ribeiro. Cette section sur les espaces métriques faibles et normes
de Minkowski faibles est inspirée de [Iva01] et [Pap09].

1.1.1 Espaces métriques faibles

Définition 1.1. (Espace métrique faible). Soit X un ensemble quelconque. Une fonction d : X x X — [0, o0

est une distance faible si pour tout x,y, z € X elle satisfait les conditions suivantes :
() d(xz,z) =0,
(ii) (Inégalité du triangle) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z),

Un espace métrique faible est un couple (X, d) ot d est une distance faible sur X . Nous demanderons souvent
que la distance aie des propriétés supplémentaires, en particuliers nous dirons qu’une distance faible d sur X
est

* Non-dégénérée (ou séparante) si d(x,y) > 0 si et seulement si & # y.

o Symétrique si d(z,y) = d(y, ).

* Finie si d(z,y) < co.
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Une distance dans le sens classique est une distance faible symétrique, non-dégénérée et finie. Un espace

métrique est un ensemble muni d’une distance.

Remarque 1.2. Tout au long de cette these, nous utiliserons 1’inégalité du triangle, ainsi que des inégalités
équivalentes. Dans le cas d’une distance symétrique, I’inégalité du triangle peut s’écrire de la maniére suivante
d(z,y) — d(y,z) < d(z,z). Dans le cas général d’espace métrique faible, cette inégalité se subdivise en
plusieurs inégalités. Pour rendre ces inégalités plus visuelles, nous avons utilisé les notations p, u, v pour les
éléments de X exprimant les inégalités suivantes, qui sont équivalentes a I’inégalité du triangle :

* d(p,u) — d(p,v) < d(v,u).

* d(u,p)) = d(v,p) < d(u,v).

o |d(p,u) — d(p,v)| < max{d(v,u),d(u,v)}.

* |d(u,p) — d(v,p)| < max {d(v,u),d(u,v)}.
Les deux premieres inégalités sont contenues dans les deux dernieres, toutefois il est utile d’en prendre note

pour la suite de cette these.

Remarque 1.3. Si (X, d) est un espace métrique faible et ¢» : Ry — R est une fonction concave (c’est a
dire que pour tout s,t € R et pour tout 0 < A < 1 nous avons P(As + (1 — N)t) > Mp(s) + (1 — N)p(t))
telle que 1 (0) = 0 et ¢)(t) > 0 pour tout ¢ > 0, alors d’ := 1) o d est aussi une distance faible sur X.

Rappelons ici la preuve de cette remarque. Commengons par montrer que

P(s+1) <(s) + ().
Posons \ = %_H et calculons
() =v(A(s+1t)+0) > (s +1) (1.1)

et
(1) =0+ (1 =N)(s+1)) = (1= A)g(s +1). (1.2)

En additionnant (1.1) et (1.2), nous obtenons

P(s) + () = (s + 1) + (1 = No(s + 1) = ¢(s +1).

Montrons de plus que 1 est croissante :
Si 1) n’était pas croissante, il existerait un ¢ et oo > 0 tels que (o + o) < ¥(¢o), alors
Y(to + ka) = P(to) _ ¥(to + ka) — P(to)
ka - ka
Or ceci implique que ¥ (to + ko) < ¥(tp) + kad < 0, mais pour tout ¢, par hypothese ¥ (¢) > 0. La fonction 1) est donc

=: A <0.

croissante.
Nous sommes donc en mesure de montrer I’inégalité du triangle pour d' = o d :
Soient x,y, z € X, alors

d'(z,2) = ¢(d(z,2) < Y(d(z,y) + d(y, 2)) < V(d(z,y) +(d(y, 2) = d (z,y) + d'(y, 2).

De plus les autres propriétés de métrique faible sont clairement vérifiées pour d’ = 1) o d.
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Définition 1.4. (Distance projective). Soit &/ C X un sous-ensemble convexe d’un espace vectoriel réel de

dimension finie X. Une distance faible d sur I/ est dite projective si
d(z,z) = d(z,y) + d(y, 2)

lorsque y =tz + (1 — t)z,avec 0 < ¢t < 1.

Les distances projectives peuvent étre vues comme des solutions du IV®™® probléme de Hilbert, car les seg-
ments de droites sont des géodésiques dans de tels espaces. En effet nous pouvons reformuler le TV®™® pro-

bleme de Hilbert de la maniére suivante :
"Caractériser toutes les distances projectives et étudier leurs propriétés”.

Les distances de Minskowski sont des exemples de distances projectives, mais les quelques hypotheses addi-

tionnelles permettent d’en faire des distances provenant d’une norme sur un espace vectoriel.

Définition 1.5. (Distance de Minkowski). Une distance de Minkowski sur un espace vectoriel réel de dimen-

sion finie X est une distance faible d sur X qui est projective et invariante par translation.

Exemples. 1. Soit X = R"etd(z,y) = \/|y1 — 21]2 + ... + |yn — 2|2 une telle distance est appelée la
métrique euclidienne sur R™. L’espace R", muni de la distance euclidienne, est un espace métrique de
Minkowski.

2. Soit X = R"etd;y(z,y) = |y1 — 1|+ ...+ |yn — 2y, alors d; est une distance faible de Minkowski, sy-
métrique, non-dégénérée et finie sur R™. Nous I’appellerons distance de Manhattan ou parfois distance
o,

3. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ : X — R une forme linéaire, alors d,,(z,y) =

max {0, ¢(y — )} est une distance faible de Minkowski finie, dégénérée et non symétrique.

4. En appliquant la remarque 1.3 a la distance euclidienne d g, et ¥)(t) = min{¢, 1}, nous obtenons une
distance d’ = 1 o d gy, invariante par translation mais non projective, en effet, étant donnés x, y, z € X

telsquey =tx + (1 —t)zet0 <t < 1sidgyq(x,y) > 1, nous avons,
d(z,y)+d(y,z) >1=d(z,2)

ce qui montre qu’il n’est pas possible que d soit projective car 1’inégalité est stricte.

La notion de géodésique est fondamentale en géométrie. Il est effectivement essentiel de comprendre ce qu’est
une "généralisation de ligne droite" dans une géométrie donnée. En géométrie riemannienne, une géodésique
est souvent vue comme une solution d’une équation différentielle. Dans le cadre des espaces métriques faibles,
il n’est pas question d’équation différentielle, I’espace topologique sur lequel nous travaillons n’est a priori
pas une variété, et nous ne pouvons que travailler avec la notion de continuité et les propriétés de la distance
faible. Il est donc nécessaire de donner une définition de géodésique métrique qui corresponde aux géodésiques
riemanniennes le cas échéant, mais qui soit plus générale afin de pouvoir étre utilisée dans le contexte d’un

espace métrique faible.
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Définition 1.6. (Géodésique métrique) Soit (X, d) un espace métrique faible. Une courbe 7 : [a,b] — X est
appelée géodésique métrique si pour tout to € [a, b] il existe ¢ > 0 tel que si r, s,t € [to — €, tp + €] vérifient
r < s <t,alors

d(y(r),7(s)) + d(v(s),7(t)) = d(y(r), (1))

Remarque 1.7. Dans [May41], H.Busemann et W.Mayer appellent les géodésiques métriques des "Hilbert

curves".

1.1.2 Normes de Minkowski faibles

Dans I’étude des métriques finslériennes faibles, nous aurons besoin de comprendre la métrique sur 1’espace
tangent en un point d’une variété différentiable. Une métrique finslérienne faible restreinte a I’espace tangent
en un point est une norme de Minkowski faible. Il est donc important de comprendre les normes faibles de

Minkowski avant d’introduire les métriques finslériennes faibles.

Remarque 1.8. » Sauf mention du contraire, les espaces vectoriels définis dans ce chapitre, sont réels et
de dimension finie.
* Par commodité, nous allons nous donner une structure euclidienne auxiliaire sur les espaces vectoriels

que nous considérons. Nous la noterons |.|.

Définition 1.9 (Norme faible de Minkowski). Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. Une norme
faible de Minkowski est une application ' : X — [0, oo] telle que pour tout z,y € X et A > 0 nous avons

1. Positivité : F'(0) = 0.
2. Homogénéité positive : F'(A\x) = AF'(x).
3. Inégalité du triangle : F'(z 4+ y) < F(x) + F(y).

Un espace de Minkowski faible est un couple (X, F') ou F' est une norme de Minkowski faible sur 1’espace
vectoriel X. Nous demanderons souvent a la norme de Minkowski faible des propriétés supplémentaires, en
particuliers, nous dirons que F' est

* Non-dégénérée si F'(x) = 0 si et seulement si z = 0.

» Symétrique (ou réversible) si pour tout z € X nous avons F'(—x) = F(x).

* Finie si pour tout z € X, nous avons F'(x) < oo

Proposition 1.10. Soit d une distance de Minkowski faible sur un espace vectoriel réel X, alors la fonction
F : X — [0, 00] définie par F(x) = d(0, z) est une norme de Minkowski faible.

La preuve de cette proposition utilise la densité des nombres rationnels dans les entiers pour démontrer 1’ho-
mogénéité de la norme de Minkowski faible donnée par F'(z) = d(0, ). La démonstration précise se trouve
dans [Pap09, page 14]. L’importance de cette proposition réside dans le fait qu’une distance faible de Min-
kowski induit une norme faible de Minkowski. Inversement, nous pouvons construire une distance faible de

Minkowski a partir d’une norme faible de Minkowski sur un espace vectoriel en posant

d(z,y) = F(y — ).

Exemples. 1. En considérant la norme euclidienne F'(z) = \/2% + ... + 22 sur R", qui est en particuliers
une norme faible de Minkowski, la distance associée est la distance euclidienne.
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10.

. En considérant la norme F'(z) = |z1|+...+ |z, | sur R™, la distance induite est la distance de Manhattan

et est une distance de Minkowski .

La fonction F' : R — R donnée par

zr st x>0

oo si <0

est une norme de Minkowski faible sur R.

. Considérons un cone convexe ouvert C C R™ de sommet 0, alors la fonction F' : R™ — R donnée par

0 si x=0
F(x)=<|z| si zeC

oo sinon,

ot |.| est la norme euclidienne sur R, est une norme de Minkowski faible non symétrique.

. Soit 2 C R"™ un ensemble convexe ouvert et borné, contenant 0 dans son intérieur, alors pour tout

x,y € R™, nous définissons

ol A > 0 est le réel positif tel que y — x € AOS2.
De telles métriques sont centrales dans cette these et sont le fondement de ce que nous appellerons le
"point de vue géométrie convexe". Le fait qu'une telle distance est effectivement une distance faible

(méme une distance de Minkowski) sera démontré dans la section suivante.

. Soit  : R™ — R une forme linéaire. Alors I’application définie par F'(v) = |6(v)| est une norme de
Minkowski faible sur R".
. Soit 6 : R™ — R une forme linéaire. L’application définie par F'(v) = max{0, |#(v)|} est une norme

de Minkowski faible sur R".

. Soient {6; : R™ — R};”, un ensemble de formes linéaires. L’ application F'(v) = >, [0;(v)| est une

norme de Minkowski faible sur R™.

. (Contre-exemple) Soient X un espace vectoriel et ||.|| : X — R une norme sur X, alors d(z,y) =

min {||y — ||, 1} est une distance qui est invariante par translation, mais qui n’est pas Minkowski car

elle n’est pas projective. En effet, en prenant ||z|| = 1 alors d(0,22) =1 < 2 = d(0, z) + d(z, 2z).

(Contre-exemple) Comme dans 1’exemple précédent mais en définissant p, (z,y) = ||y — x||“, alors pqy
est une distance si et seulement si 0 < a < 1. C’est une distance faible et invariante par translation,

mais qui n’est pas projective pour o < 1, donc p,, n’est pas une distance de Minkowski.

Nous allons maintenant décrire la régularité d’une norme de Minkowski faible. Pour ceci, nous allons étudier

comment la symétrie et la finitude des normes de Minkowski faibles vont influencer la régularité de ces

normes. Commencons par définir I’ensemble sur lequel une norme de Minkowski faible est finie. Cet ensemble

a une grande importance dans 1’étude de la régularité des normes de Minkowski faibles, ce fait a été remarqué
dans [Pap09].
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Définition 1.11. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, oo] une norme de Minkowski
faible, alors I’ensemble de finitude de F' est

Dp={zreX|F(xr) <oo}.

Le premier lemme décrit la structure de I’ensemble de finitude d’une norme de Minkowski.

Lemme 1.12. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, 00| une norme de Minkowski
faible.

1. L’ensemble de finitude D est un cone convexe de sommet 0 € X.

2. Si F est symétrique, alors [’ensemble de finitude Dr est un sous-espace vectoriel de X.

Démonstration. 1. 1l s’agit de montrer que pour tout x,y € Dp et tout A\, u > 0, Az + py € D, or
ceci provient directement de I’inégalité du triangle et de I’homogénéité positive de F'. De plus, comme
F(0) =0, le point 0 € X est sommet du cone Dp.

2. De la méme maniere que pour le point précédent, comme 1’inégalité du triangle sur F' pour deux points
x,y € Dp prouve que x + y € Dr. De plus, comme F' est symétrique, étant donné A\ € Ret z € Dp,
nous obtenons que F'(Ax) = |A|F(z), donc A\x € D et 0 € Dp, ce qui prouve que Dp est un sous

espace vectoriel de X.
O

Il s’agit maintenant de comprendre la régularité d’une norme de Minkowski faible. Nous remarquons que les
sauts de la métrique se feront a la frontiere entre Dp et X \ Dp, il est donc permis de penser que si une
norme de Minkowski faible est finie elle sera continue alors qu’une norme de Minkowski faible sans propriété

additionnelle ne le sera pas a la frontiere de Dr. Le lemme suivant éclaire cette intuition.

Lemme 1.13. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et F' : X — [0, 00| une norme de Minkowski

faible. Si I’ensemble de finitude D de F est un espace vectoriel alors F est continue sur l’intérieur relatif de
Dr.

Démonstration. Si D est un espace vectoriel, nous pouvons prendre une base {e; } de D et définir

C = maX(F(ei) — F(—ei)),

)

alors, étant donné x = ZZ a;e; € Dp, nous avons
F(z) <Y Flaie;) <CY .
i i

Cette inégalité implique que si © € Dy tend vers 0, alors F'(x) tend vers 0, alors, étant donné une suite

(Zn)nen C D telle que lim,, oo ,, = a, nous obtenons

F(a)= lim F(a—x,+z,) < lim F(a—z,) + F(z,) = h_)m F(zy)

n—oo n—o0
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et
lim F(z,)= lim F(a+ (z, —a)) < lim F(a)+ F(z, —a) = F(a),

n—oo n—o0 n—oo
ce qui prouve le lemme.
O

Remarque 1.14. Plus généralement, il est vrai que toute norme de Minkowski faible est continue sur son
ensemble de finitude. Nous n’en donnons pas la preuve ici, mais nous pouvons la trouver dans [Web94, page
224].

Définition 1.15. Etant donné un espace de Minkowski (X, F'), nous appelons boule unité de F 1’ensemble
Qp={ze X |F(z) <1}

et boule unité rétrograde I’ensemble
P={reX|F(-z)<1}.

Remarque 1.16. Si F' est une métrique symétrique, nous avons 2 = 7%, de plus, si F' est dégénérées, 2p

est non compacte, et si ' n’est pas finie, 0 appartient a la frontiére de la boule.
Proposition 1.17. Soit F' une norme de Minkowski faible sur un espace vectoriel de dimension finie X, alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est finie;

2. F est continue;

3. QF est ouvert;

4. 0 est un point intérieur de Q0
Démonstration. L'implication 1. = 2. provient du lemme 1.13 et les implications 2. = 3. = 4. sont triviales.
Pour prouver que 4. = 1., supposons que F' n’est pas finie, alors il existe un z € X tel que F'(z) = oo, mais

alors F'(tx) = oo pout tout ¢ > 0 par homogénéité. En particuliers, tx ¢ Qp pour tout ¢ > 0, et donc 0 ne

peut pas €tre contenu dans I’intérieur de 5. O

Nous remarquons que la convexité de la boule unité est équivalente a I’'inégalité du triangle pour la norme de
Minkowski faible. Ceci et I’homogénéité positive permettent de construire une norme de Minkowski faible

sur un espace vectoriel, en partant d’un convexe contenant I’origine dans son adhérence.

Définition 1.18 (Jauge de Minkowski). Soient X un espace vectoriel réel et {2 C X un ensemble étoilé par

rapport a 1’origine 0 € X. La jauge de Minkowski de 2 est la fonctionnelle Fy, : X — [0, co] donnée par
Fo(r) =inf{t > 0|z € tQ}.

Le lemme suivant dit que toute norme de Minkowski faible et finie sur un espace vectoriel réel de dimension

finie est bilipschitz a n’importe quelle norme finie sur cet espace.
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Lemme 1.19. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F' une norme de Minkowski faible finie
non-dégénérée sur X et |.| une norme finie sur X (la norme euclidienne par exemple), alors il existe Cy,Cy >

0 tel que pour tout v € X nous avons
1
—|v| < F(v) < Calv|.
Cy

Démonstration. Comme F’ est continue et comme la sphere euclidienne est compacte dans X, pour tout point

v de la sphere, il existe C7, Cy > 0 tels que C% < F(v) < Cy. Le lemme s’ensuit car F' est homogene. O

Remarque 1.20. Silanorme de Minkowski faible est finie mais possiblement dégénérée sur X, nous obtenons
tout de méme qu’elle est Lipschitz par rapport a toute autre norme sur 1’espace vectoriel X, avec la méme

preuve que celle du lemme 1.19, mais sans borne inférieure positive.

Proposition 1.21. Soient X un espace vectoriel réel de dimension finie, F' une norme de Minkowski faible
sur X et Q C X un convexe contenant 0 € X. Notons Fq la jauge de Minkowski de ) et Qp la boule unité

pour F'. Nous avons alors
1. La jauge de Minkowski Fq est une norme de Minkowski faible et si O est dans ’intérieur relatif de (),
alors {zr € X | F(z) <1} = Q.

2. Si Q) est ouvert, alors } = Qp,.

Démonstration. Montrons que la jauge de Minkowski de €2 est une norme de Minkowski faible. Soient x, y €
XetA>0.
1. « Fo(0) =inf {t > 0] 0 € tQ}, or Q contient 0, donc F(0) = 0.
e Pour A > 0, nous avons

Fo(Az) =inf {t > 0| Az € tQ}

t
:inf{t>0]xe/\(2}

=inf{As > 0|z € sQ}

= Ainf {s > 0| z € sQ} = A\F(z)
ol on a posé s = %
* Comme {2 est convexe, nous avons que pour s,t > 0, si f € et % € , alors

r+y  sT+tY

= e Q.
s+t s+t

Ceci implique que si Fo(z) < set Fq(y) < t, alors Fo(z + y) < s+ t, ce qui est équivalent a dire
F(z +y) < F(z) + F(y).
Nous avons donc prouvé que Fq est une norme de Minkowski faible.

* Montrons que {z € X | F(z) <1} =Q.
Soitz € {x € X | F(z) < 1}, alors Fo(x) < 1 etdonc tz € Q2 pourtout 0 < ¢t < 1, ce qui implique
que z € Q.
Pour montrer que 2 C {z € X | F(x) < 1}, nous utilisons la continuité de la norme de Minkowski
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faible Fg sur son ensemble de finitude. En effet, comme 0 est dans I’intérieur relatif de 2, Fp < oo,

alors nous avons que  C {z € X | F(z) < 1} car Fy n’a pas de discontinuité sur Of).

2. Supposons maintenant que €2 est ouvert, alors Fq, est continue par le lemme 1.17 et nous obtenons alors

directement Q2 = Qp.

O]

Exemples. Nous allons donner un exemple ot Q # {z € X | F(x) < 1}.
Considérons
Q= {(z,y) eR*[2° +y° <1, y>0}U{(0,0)},

cet ensemble est convexe et
Q={(z,y) eR* |2 +y* <1, y>0},
et en considérant Fgq, alors Fo(z,y) = oo siy < 0, donc
{(x,y) € R? | F(z,y) < 1} = {(m,y) e R? ] 2?42 <1, y> 0} U {(0,0)}

car F(z,y) = cosiy <0,donc Q # {x € X | F(z) < 1}.

1.2 Espaces de longueur et métriques finslériennes faibles.

1.2.1 Espaces de longueur

Dans cette section, nous définirons d’abord de facon trés générale ce qu’est une structure de longueur sur un
espace topologique, et les différentes propriétés d’un tel espace. Nous introduirons ensuite le cas particuliers
d’espace muni d’une structure de longueur que sont les variétés finslériennes faibles. Cette section s’inspire
de [Gro81], de [Iva01], de [Pap09] et de [BCS00].

Terminologie. Pour cette définition, nous appellerons courbe constante toute courbe c : [a,b] — X telle que

c(t) = xo € X pourtout t € [a,b] et courbe triviale toute courbe T : {a} — X telle que T(a) = x.

Définition 1.22. (Structure de longueur)

Soit X un espace topologique. Une structure de longueur sur X est la donnée d’un couple (I', £), ou I est une
classe de courbes admissibles qui est un sous-ensemble de toutes les courbes continues v : [ — X (oul C R
est un intervalle) et £ : I' — R, U {oo} est une fonctionnelle longueur tels que :

La classe de courbes I satisfait :

(i) T contient les courbes constantes et est fermée pour les restrictions. C’est a dire, si v : [a,b] — X est

une courbe admissible et a < ¢ < d < b, alors la restriction 7| [,d) €St aussi une courbe admissible.

(ii) T est fermée pour la concaténation de courbes : Si~ : [a,b] — X est une courbe telle que les restrictions

ol [a,c] €t ol [c,5] sont des courbes admissibles, alors v est une courbe admissible.

(iii) T est fermée pour les reparamétrisations : Si 7y : [a,b] — X est une courbe admissible et ¢ : [c,d] —

[a, b] est un homéomorphisme (appelé reparamétrisation), alors vy o ¢ : [c,d] — X est aussi une courbe
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admissible. (Il est possible que la classe d’homéomorphisme soit restreint, par exemple aux homéomor-

phismes croissants)
La fonctionnelle longueur satisfait :
(i) Lalongueur d’une courbe constante est toujours nulle.
(ii) La fonctionnelle longueur ¢ est additive : £(7|(q1)) = £(V[[a,) + £(7]}c,p)) POUr tout ¢ € [a, b].
(iii) Pour une courbe 7 : [a,b] — X de longueur finie, la longueur £(7|(, ) dépend continfiment du para-
métre t € [a, b].
(iv) Lalongueur est invariante par reparamétrisation croissante : £(yo¢) = £(-y) pour toute reparamétrisation

croissante ¢.

Remarque 1.23. « Etant donné une structure de longueur (T, £) sur un espace topologique X, nous avons
supposé que la longueur des courbes constantes est nulle, toutefois il est possible de le démontrer, en
supposant que la classe de courbes que nous considérons ne contient que des courbes de longueur finie.
Si nous définissons la courbe ¢ : [a,b] — X par ¢(t) = xo € X pour tout ¢, alors, par 1’axiome

d’additivité de la longueur :

l(c) = e(cyw) = e(cy[m Q)+ z(c\[ a) = 0@) + ()

ou ¢ et ¢ sont des reparamétrisations de ¢, mais alors le fait que la longueur soit invariante par repara-
métrisation implique ¢(c) = ¢(c) + £(c) et si nous supposons que ¢(c) < oo, nous avons £(c) = 0.

* De méme, les courbes triviales sont forcément dans I, car si 7y : [a,b] — X est une courbe admissible,
alors, par 1’axiome de restriction, Vl[a,a] = 7{ {a} appartient a I'. De plus si nous considérons que

£(ry) < oo pour tout -, la longueur de la courbe triviale est nulle par I’additivité de la longueur, en effets

U(y) = 2(7}{6@) + f(ﬂ[a,b}) = 6(7‘{(1}) +£(7)

ce qui force 6(7}{a}) =0.

Etant donné un espace topologique X muni d’une structure de longueur, nous pouvons alors définir une

distance sur X a partir de cette longueur :

Lemme 1.24. Soient X un espace topologique, I une classe de courbes admissibles et { une fonctionnelle

longueur sur X, alors la fonctionnelle dy : X x X — Ry définie par

de(z,y) = irellﬁf(v)

est une distance faible sur X qu’on appelle la distance induite par { ou distance intrinséque .

Démonstration. Le fait que dy(z,x) = 0 provient du fait que la courbe la plus courte entre un point = et
lui-méme est la courbe constante égale a x, et I’inégalité du triangle vient de 1’additivité de la longueur et du

fait que I’infimum d’une somme est plus petit que la somme des deux infimums, en effets pour x,y, z € X,

_ . . . _
de(z,y) + de(y, 2) %lenrfwy f(m) + ngrfyz £(y2) > Jnf U(vy) = de(z, 2)
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otl, pour z,y € X, nous avons noté I'y,, = {(v: [a,b] = X) € T' | v(a) = z,v(b) = y}. O
Définition 1.25. Une distance intrinséque est une distance provenant d’une structure de longueurs.

Donnons des exemples de structures de longueur sur un espace topologique.

Exemples. 1. Considérer R” muni d’une norme quelconque ||.||, alors I’ensemble des courbes continii-

ment dérivables par morceaux et £(7y) := f; ||7(t)||dt forment une structure de longueur sur R”.

2. Soit (M, g) une variété riemannienne, alors I’ensemble des courbes continiiment dérivables par mor-
ceaux sur M et la longueur donnée par /() = ff 9r(t) (7(t),¥(t))dt défini une structure de longueur
sur M.

3. Considérer I’espace euclidien R™ muni de la longueur euclidienne des chemins. Poser que les chemins
admissibles sont les courbe polygonales dont les cotés sont paralleles a un des axes de coordonnées.
Cette structure de longueur est différente de la structure euclidienne, pour laquelle, la classe des courbes
admissibles est bien plus grande (les courbes continfiment dérivables). Ceci est une autre fagon de définir
la distance de Manhattan, en prenant I’infimum des longueurs des courbes admissibles entre deux points.
Pour illustrer la différence entre cette structure de longueur et la structure euclidienne, nous pouvons
considérer les points (0,0),(1,1) € R? et en calculer leurs distance de Manhattan. Ici, toute courbe
polygonale dont chaque coté est soit parallele a I’axe O, soit parallele a I’axe O, et joignant (0,0) a
(1,1) est de longueur plus grande ou égale a 2. La distance de Manhattan entre (0,0) et (1, 1) est donc

2, alors que la distance euclidienne entre ces deux points est v/2.

Remarque 1.26. En regardant les exemples précédents, nous remarquons que le choix de la classe de courbes
admissible influence la géométrie de 1’espace. Excepté des cas particuliers, nous allons préférer utiliser des
fonctionnelles longueurs différentes plutot que d’influer sur la classe de courbes admissibles. Dans un premier
lieu, il semble naturel d’utiliser la classe des courbes continues, toutefois les courbes continues peuvent étre
non rectifiables, ¢’est pourquoi nous préférons souvent la classe des courbes Lipschitz , c’est a dire, les courbes
v : [a,b] = X telles que d(y(t),y(t")) < C|t — ¢

, pour tout ¢, ' € [a, b] et C' > 0 une constante positive.

Il s’agit toutefois de noter que la définition de structure de longueur inclu les variétés sous-Riemanniennes et

sous-Finslériennes, telles que décrites dans [LD21] ou [ABB19].

Définition 1.27. (Longueur intrinséque)
* Soient (X, d) un espace métrique faible et v : [a,b] — X une courbe continue. Nous définissons la

longueur intrinseque de -y par :

n—1
() =sup > d(y(t:),¥(tit1))
=0

ol le supremum est pris sur les partitions a =ty < t; < --- <, = bde [a,b].

* Une courbe v : [a,b] — X est dite rectifiable pour la distance faible d si {(y) < occ.

Nous pouvons donc définir une longueur intrinseque qui ensuite pourra nous redonner une distance en pre-
nant I’'infimum de cette fonctionnelle longueur entre deux points. En effet, la longueur intrinséque induit une
structure de longueur associée a une distance. Il est donc 1égitime de se demander sous quelles conditions on
al’égalité dy = d.
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Proposition 1.28. La longueur intrinséque est idempotente, c’est a dire, étant donné (X, d) un espace mé-

trique faible, alors si vy est une courbe rectifiable dans (X, d), nous obtenons

() = La,(v)
o Lg, = sup 2?2—01 do(y(ts),y(tix1)) est la métrique intrinséque engendrée par dy.

Démonstration. L’inégalité Lg,(y) > £(7y) est triviale car la longueur d’une courbe dans X ne sera jamais
plus courte que la distance entre ses extrémités. Afin de prouver ’autre inégalité, soit v : [a,b] — X une
courbe rectifiable et {¢;} une partition de [a, b]. On remarque que dg(y(ti),Y(ti+1)) < €(Vj;,0,1))> car la
partie de gauche de cette expression est I’infimum des longueurs L, de courbes entre 7(¢;) et y(ti+1), et est

donc plus petit que £(7|f, 1, ,])- On obtient alors

it+1]

n—1
S del (1) A(ti41)) <€)
=0

et comme <y est arbitraire, nous avons prouvé la proposition.
O

Cette proposition montre qu’étant donné un distance faible, rien ne sert de passer a la longueur intrinseéque
plus qu’une fois car nous retrouverons toujours la méme fonctionnelle de longueur. Etant donné un espace
métrique faible (X, d), il est également 1égitime de se demander sous quelle condition d; = d. La proposition

suivante répond a la question :

Proposition 1.29. Soit (X, d) un espace métrique faible. Si d est une distance intrinséque, alors
de=d

oudy(z,y) = inf (sup Z?;ol d(v(t;), 'y(tH_l))) avec le supremum portant sur les partitions de vy et I’infimum

portant sur les courbes 7y de x a y.

Démonstration. Par définition, comme d est une distance intrinseque, il existe /, une fonctionnelle longueur
telle que d = d;. Considérer ¢ la longueur induite par d. Nous constatons d’abord que pour toute courbe
rectifiable -y, nous avons £(y) < I(y) pour la méme raison que dans la proposition 1.28. De plus, clairement
une fonctionnelle longueur plus petite induit une distance plus petite, donc dy < d. De plus nous avons déja

trivialement que dy > d, ce qui prouve la proposition. O

Etant donné que nous travaillons actuellement sur des espaces pour lesquels la longueur des courbes est bien
définie, il fait sens de se poser a nouveau la question de ce qu’est une géodésique dans ce type d’espace. En
géométrie riemannienne, une géodésique est aussi la solution d’un probleme d’optimisation d’un lagrangien
dépendant de la métrique riemannienne. Dans le cas général d’un espace de longueur, nous ne pouvons pas
faire de calcul différentiel afin d’optimiser la fonctionnelle longueur afin de trouver les courbes minimisant

localement la longueur.

Définition 1.30. (Courbe minimisante) Soit X un espace topologique muni d’une structure de longueur
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* Une courbe admissible v : [a, b] — X est une courbe minimisantes si pour tout s,t € [a, b]

de(v(8),7(8)) = £L(V][s,1)-

* Une courbe admissible  : [a,b] — M est une courbe localement minimisante si pour tout ¢ € [a, b], il

existe £ > 0 tel que y est minimisante sur [t — &, ¢ + €].

1.2.2 Meétriques finslériennes faibles

Les métriques finslériennes sont le sujet principal de cette these. En 1918, Paul Finsler défend sa thése a I’uni-
versité de Gottingen en apportant une généralisation des espaces de Riemann, appelés actuellement variétés
riemanniennes. La géométrie riemannienne donne un produit scalaire sur chaque fibre du fibré tangent comme
objet fondamental permettant de faire de la géométrie, c’est ce qui est appelé une métrique riemannienne. Le
fibré tangent étant équippé d’une métrique riemannienne, il est alors possible de définir des angles entre les
vecteurs tangents, des longueurs de vecteurs et donc des longueurs de courbes (en intégrant la norme de la
vitesse de ces dernieres) ou une forme volume canonique. Une métrique riemannienne est donc un outil per-
mettant de faire de la géométrie sur n’importe quelle variété différentiable (on rappelle que n’importe quelle
variété différentiable peut étre équipée d’une métrique riemannienne [GHLO04]). L’idée de Paul Finsler est
de considérer chaque fibre du fibré tangent comme un espace vectoriel normé, généralisant 1’idée de base de
la géométrie riemannienne. En considérant une norme sur chaque espace tangent, on peut alors aussi définir
une longueur de courbes en intégrant la norme de la vitesse, toutefois il n’est plus possible de parler d’angle
entre des vecteurs tangents et il n’existe plus de forme volume définie de maniere canonique. La dénomination
"espaces de Finsler" nous vient de Elie Cartan [Car34], en 1934. L’intérét d’étudier la géométrie finslerienne
est multiple, il arrive fréquemment que des métriques finslériennes apparaissent naturellement dans divers
domaines de la mathématique, comme en théorie de Teichmiiller, en géométrie métrique ou dans des pro-
blemes de géométrie systolique, comme nous verrons dans cette these. La définition habituelle de métrique
finslérienne demande a la métrique de satisfaire aux propriétés habituelles d’une norme, comme la symétrie et
I’homogénéité et également d’Etre tres réguliere sur le fibré tangent. Ici, nous allons relacher ces hypothéses

afin de définir une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable.

Définition 1.31. (Métrique finslérienne faible) Soit M une variété différentiable. Une métrique finslérienne
faible sur M est une fonction ' : TM — [0, oo] semi-continue supérieurement (i.e. {(z,v) € TM | F(z,v) <r}
est un ouvert de 7, M pour tout r € R) et telle que pour tout point € M, la restriction F, = F(x,—) =
F'|7, pr est une norme de Minkowski faible sut 7., M.

Une variété finslérienne faible est un couple (M, F') ot M est une variété différentiable et I est une métrique
finslérienne faible. Selon le contexte, nous demanderons que la métrique finslérienne faible aie des propriétés
supplémentaires, en particuliers, nous dirons qu’une métrique finslérienne faible F' sur M est

* Non-dégénérée si F'(xz,v) = 0 sietseulementsiv =0 &€ T, M.

o Symétrique (ou réversible) si F'(x,—v) = F(x,v) pour tout z € M etv € T, M.

Finie si F'(z,v) < oo pour tout (z,v) € TM.

s Fortement convexe si elle est de classe C3 sur le fibré tangent non-nul 7M° = T M\ {0} et si pour tout
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(x,v) € TMP, la hessienne verticale de F*

1 02
Gz0(&1,&2) = im!ulzwzofﬂ(% v 4 uiér + ugéo) (1.3)

est définie positive. La forme bilinéaire (1.3) est appelée le tenseur fondamental de la métrique finslé-

rienne F'.

Remarque 1.32. Nous remarquons ici que I’espace tangent en un point d’une variété finslérienne faible est un
espace de Minkowski faible héritant des mé&mes propriétés que la métrique finslérienne (c’est a dire que par
exemple, si la métrique finslérienne faible F' : T'M — [0, co] est symétrique, alors ’espace de Minkowski
faible (T, M, F'(x,—)) est symétrique pour tout z € M).

Etant donnée une métrique finslérienne faible, on définit sa boule unité et son indicatrice de la maniére sui-

vante :

Définition 1.33. Soit (M, F') une variété finslérienne, alors la boule unité de F' en x € M est
QF ={veT,M | F(z,v) <1}

et I'indicatrice de F est ZI' = 9QZ".

Etant donnée une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable M, nous pouvons construire une

structure de longueur sur M puis en faire un espace métrique faible.

Proposition 1.34. Soient (M, F) une variété finslérienne faible et T la classe des courbes continiiment diffé-

rentiables par morceaux sur M , alors

1. La fonctionnelle {p : T' — [0, 0o| définie par

induit une structure de longueur sur M que nous appelons longueur finslérienne.

2. Lafonction dp : M x M — [0, o] définie par

dr(z,y) = ;relﬁ lr(7)

fait de (M, dp) un espace métrique faible.

Démonstration. 1. Montrons que £ satisfait aux hypothéses d’une fonctionnelle longueur.

* Additivité : Provient de 1’additivité de I’intégrale.

* Continuité : Si vy : [a,b] — M une courbe continiment différentiable de longueur finie, alors la
fonction ¢ — F((t),”(t)) est semi-continue supérieurement, en particulier elle mesurable. De
plus elle est intégrable puisque la longueur de ~ est supposée finie. Par conséquent la fonction
t = lr(Yey) = fot F(y(7),#(7))dr est absolument continue !, et donc elle est uniformément

continue.

1. On sait que I’intégrale d’une fonction intégrable d’une variable est absolument continue, voir par exemple [KF75, p. 338-339].
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* Reparamétrisation : Ce désuit de la formule de changement de variable de la théorie de I’intégration.
2. Etant donnée que ¢ est une structure de longueur, par la proposition 1.24, d est une distance faible.

O]

Exemples. 1. Tout espace de Minkowski faible (X, F') est une variété finslérienne faible dont la métrique
finslérienne est indépendante de x € X (i.e. constante).

2. Toute variété riemannienne (M, g) est une variété finslérienne fortement convexe, non-dégénérée, sy-

métrique et finie. La métrique finslérienne est donnée par F'(z,v) = /g (v, v).

3. Si (M, g) est une variété riemannienne et w est une 1-forme différentielle sur M, alors F(z,v) =
V 9z(v,v) + max{wz(v), 0} est une métrique finslérienne faible sur M.

4. Si F et F, sont deux métriques finslériennes faibles sur M, alors max{Fi, F} et F} + F5 sont aussi

des métriques finslériennes faibles.

5. (Transformée de Zermelo) Soit F' une structure finslérienne faible sur une variété M dont la boule unité
dans I’espace tangent est {2 C T'M. Considérer un champ de vecteurs continu Z : M — TM tel
que F'(z,Z(xz)) < 1, alors nous pouvons définir une nouvelle structure finslérienne faible sur M en
translatant la boule unité pour F' par le champ de vecteur Z. La nouvelle boule unité est alors

Qz={(z,v) eTM |ve (Qy—Z(x))}.

Ceci permet alors de définir la métrique
) 1
Fz(z,v) = inf {t >0 | JUE QZ}

et cette métrique, pour v # 0, satisfait

v

F <x’Fz(m,v) + Z(:):)) =1

C’est une métrique finslérienne faible que nous appellerons transformée de Zermelo de F' respective-

ment au champ de vecteurs Z.
6. Soient {#; : R" — R} un ensemble de formes linéaires et {h; : R — R} ; un ensemble de fonc-

tions positives et semi-continues supérieurement. La fonctionnelle F' : R™ — R donnée par

m

F(z,v) = hi(2)|6:(v)]

i=0
est une métrique finslérienne faible. Nous utiliserons une telle métrique dans le chapitre 6.

Volume de Holmes-Thompson

En géométrie Finslerienne, il existe plusieurs notions naturelles de volume. Dans cette these, nous travaillerons
avec le volume de Holmes-Thompson car il est particulierement adapté aux questions reliant le volume total

d’une variété aux géodésiques, ce qui sera fait dans le chapitre 6.
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Définition 1.35. Soit (M, F') une variété finslérienne faible de dimension n. Soit B la boule unité pour F’
et soit B* = {0 € T*M | §(v) < 1 pourtoutv € B} C T*M la co-boule unité, alors pour tout borélien
A C M, le volume de Holmes-Thompson de A est donné par

Vol (A) = — / L
U:EGA B;

Wn
ou L est la mesure de symplectique sur 7" M et w,, le volume standard de la boule unité euclidienne.

Nous ne démontrons pas de résultats particuliers sur le volume de Holmes-Thompson. Nous n’utiliserons le
volume de Holmes-Thompson que dans le chapitre 6 et il n’est pas nécessaire de s’attarder sur les propriétés
de ce volume pour ce chapitre. Nous allons donner ici que quelques exemples de calcul du volume dans des

cas simples qui pourront étre repris dans le chapitre 6.

Exemples. 1. Considérer I’espace euclidien R", alors la métrique euclidienne peut étre vue comme une

métrique de Minkowski. Le calcul du volume de la boule unité euclidienne nous donne alors

1
Vol,,;.(B) = —Vol(B)Vol(B") = w,.

2. Considérer R? muni de la métrique de Manhattan, alors le volume de la boule unité
U={(z,y) eR?| 2| + |y| <1}

est donné par
1
Vol (U) = =Vol(U)Vol(U*) =

1 8
o s
car le volume standart de U est 2 et le volume standart de U* = {(z,y) € R? | max{|z|,|y[} < 1}

vaut 4.

3. Nous remarquons que le volume de Holmes-Thompson de la boule et le volume de Holmes-Thompson

de la co-boule sont égaux sur un espace de Minkowski.

1.2.3 Différents points de vue sur la géométrie finslérienne

Nous allons maintenant voir différents points de vue possibles sur ce qu’est une métrique finslérienne. Certains
de ces points de vue seront plus analytiques, et d’autres seront plus synthétiques, mais tous seront équivalents

a la donnée abstraite d’une métrique finslérienne faible sur une variété différentiable M.

Géométrie convexe

Le premier de ces points de vue est ce que nous appellerons le point de vue "géométrie convexe". Ce point de
vue est intéressant car il permet de lier des résultats de géométrie convexe a la géométrie finslérienne, via la

boule unité de la métrique.

Définition 1.36 (Champ d’ouverts). Soit M une variété différentiable.
e Un champ d’ouverts sur M est la donnée d’un sous-ensemble ouvert 2 C T'M contenant la section

nulle.
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e Un champ d’ouverts étoilés autour de I’origine est un champ d’ouverts {2 C T'M contenant la section
nulle et tel que chaque €2, est étoilé autour de 0 € T,, M. Un champ de convexes est un champ d’ouverts

dont chaque €, est convexe.

Remarque 1.37. La donnée d’un champ de convexes sur une variété différentiable est équivalente & la donnée
d’une métrique finslérienne faible. Ceci est une approche synthétique, car I’étude des convexes permettra de
déduire les propriétés de la métrique et inversement. Par exemple, si les convexes du champ de convexes sont

symétriques par rapport a 0 € 1, M, alors la métrique sera une métrique symétrique.

Proposition 1.38. [PT09] Soit M une variété différentiable, alors la donnée d’un champ de convexes ) C

TM est équivalente a la donnée d’une métrique finslérienne faible F' sur M.

Démonstration. Etant donné un champ de convexes £ C T'M, on définit une fonction Fy : TM — R par
Fa(z,v) = Fo, (v) =inf{t > 0| v € tQ,}.

Clairement, I est une norme de Minkowski faible sur 73, M ; montrons que Fy, est semi-continue supérieu-
rement. Par définition, 2 C T'M est ouvert, et Q = {(x,v) € TM | Fq(x,v) < 1}. Nous remarquons que
pour tout ¢ > 0, ’ensemble {(z,v) € TM | Fqo(z,v) < t} est soit vide (lorsque ¢ < 0) soit homéomorphe a
Q (pour t > 0). Par conséquent, tous les ensembles de sous-niveau de Fy sont ouverts, ce qui implique que
Fq est semi-continue supérieurement. Nous avons montré que Fo ainsi défini, est une métrique finslérienne
faible sur M.

Inversement, étant donné une métrique finslérienne F' : T'M — R sur une variété M, on note
Qy={veT,M|F(z,v) <1}

la boule unité pour F' dans 7, M. Cet ensemble est un convexe de T, M car F); est une norme de Minkowski.
De plus = Uyepr€2; € TM est ouvert car F' est est semi-continue supérieurement. Cela démontre que €2

est un champ d’ouvert convexes sur M. O

Cette proposition permet d’utiliser des notions de la géométrie convexe en géométrie finslérienne.

Exemples. 1. (Métrique de Funk) Soit &/ C R"™ un convexe ouvert. On définit la métrique de Funk F' :
TU — [0, oo par

F(z,0) :inf{t>0\vetu—x}:inf{t>0 | (x+%) eu}.
Le champ de convexes de la métrique de Funk est
Q={(z,v) eTU |ve U-1)}.

Nous remarquons que cette métrique finslérienne faible n’est pas symétrique et que ses autres propriétés
dépendent de la forme du convexe U. Cette métrique finslérienne faible s’appelle la métrique de Funk.
On remarque que si le convexe U contient 1’origine, la métrique de Funk est un cas particulier de

transformée de Zermelo, en effet, en considérant le champ de vecteurs dans &/ donné par Z(x) =
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— . Lo . ) .
Oz, et en prenant la transformée de Zermelo de la métrique finslérienne faible donnée par la jauge de

Minkowski de U/, nous avons obtenu la métrique de Funk sur /.

2. (Métrique de Hilbert) Etant donné un convexe & C R”, la symétrisation de la métrique de Funk F' du

convexe, donnée par
1
H(z,v) = §(F(m, v) + F(z,—v))

est appelée la métrique de Hilbert.

Les métriques de Funk et de Hilbert sont projectives.

Dérivée métrique

Etant donné un espace métrique faible (X, d) il est 1égitime de se demander si la distance est intrinseéque,
et méme, plus précisément, si elle est finslérienne. Dans [May41], Busemann et Mayer donnent une réponse
partielle a cette question, que Sergei Ivanov, dans [Iva08], généralise au cas d’une métrique finslérienne faible
symétrique. Pour trouver une distance a partir d’'une métrique finslérienne, nous procédons a une intégration,
intuitivement, il parait donc légitime de procéder a une opération de type "différenciation" pour retrouver la
métrique finslérienne d’ou provient la distance. Cette opération s’appelle la dérivée métrique . Toutefois, afin
d’obtenir une définition consistante de dérivée métrique, il nous faut restreindre la classe des distances faibles
et des courbes étudiées.

Définition 1.39. (i) Une courbe Lipschitz est une courbe vy : [a,b] — U sur une carte U d’un variété
différentiable M telle que, pour tout ¢,t’' € [a, b],

driem(’}/(t)a V(t/)) < C|t/ - t’

ou d,jem €st une distance riemannienne auxiliaire sur ¢/ et C' > 0.

Remarque 1.40. Le choix de la métrique riemannienne auxiliaire n’est pas important ici car en prenant
t,t’ suffisamment proches, nous avons, par 1’uniforme continuité de ~ sur le compact [a, b] que (¢) et
v(t") sont assez proches et nous savons que toutes les métriques riemanniennes sont localement Lipschitz

les unes par rapport aux autres.

(i1) Une distance faible d sur une variété M est dite Lipschitz si elle est localement Lipschitz respectivement
a une distance riemannienne auxiliaire sur M. C’est a dire : Pour tout point x € M il existe un voisinage
x € U C M etune constante C' > 0 telle que

d(z, y) < Cdyiem(z, y)

pour tout x,y € U.

Remarque 1.41. Noter qu’une distance Riemannienne est toujours localement bilipschitz a la métrique Eucli-

dienne dans une carte, donc nous pouvons noter, dans une carte locale

d(z,y) < Cly — al.
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Remarque 1.42. 11 existe des distances faibles qui ne sont pas localement Lipschitz. Par exemple sur R"™

munie de la norme euclidienne @, si d* était Lipschitz,

, étant donné 0 < o < 1, poser d*(z,y) = |y — x
on aurait alors |y — z|* < Cly — | etalors |y — 2|} < C.Ora — 1 < 0, donc si z tend vers ¥, alors

|y — 2/*~! tend vers I’infini, nous obtenons donc une contradiction, d® ne peut pas étre Lipschitz.

Définition 1.43. (Dérivée métrique) Soient M une variété différentiable, d : M x M — R, une distance

faible et finie, x € M etv € T, M. La dérivée métrique de d en x est donnée par la formule suivante :

_ d(7(0),~(t))
Fy(x,v) = hr?j(l]lpT

ou 7 : [0,¢] — M est une courbe paramétrée naturellement et telle que v(0) = x et 4(0) = v (nous disons ici

que la courbe ~y représente I’élément (z,v) € TM).

Le lemme suivant montre que la notion de dérivée métrique ne dépend pas du choix de la courbe représentant
I’élément (z,v) € TM.

Lemme 1.44. Soit d une distance Lipschitz sur une variété différentiable M et soient 1 et o deux courbes

différentiables en O et telles que v1(0) = v2(0) et 41(0) = A2(0), alors

lim sup 21O 1) _ o 40200),72(8)
t—0 ‘t‘ t—0 |t| ’

Démonstration. Nous avons, par les inégalités du triangle inverses (remarque 1.2) nous obtenons :

fnsap C01:210) L do(0).02(0)] o ma {d( (), 1 (0), A0 (8, 12(0)
t—0 |t| t—0 ’t’ t—0 |t‘

De plus, comme d est Lipschitz et 41 (0) = 42(0), il existe une constante C' > 0 telle que

d(71(t),72(t)) < Cdriem(72(t), 71(t)) = Clpiem(11(t),72(t)) = o([t]) ¢ —0
et
d(’m(t)?’ﬂ(t)) < Cdriem(lyl(t)vﬁy?(t)) = 0(|t‘) t—0

car la métrique riemannienne auxiliaire est symétrique. Nous avons donc démontré le lemme. O

Les questions de dérivées métriques sont liées aux questions d’égalité entre la longueur intrinseque et la
longueur finslérienne sur I’ensemble des courbes, comme nous allons étudier au chapitre 2. Nous allons éga-
lement expliquer sous quelles conditions la dérivée métrique d’une distance finslérienne redonne la métrique

finslérienne qui a produit la distance.

Point de vue analytique

Le point de vue analytique en géométrie Finslerienne est le point de vue développé dans [BCS00]. Si une mé-
trique finslérienne faible a une régularité suffisante pour étre dérivée et est fortement convexe, nous pourrons

utiliser des stratégies de calcul tensoriel afin de décrire les géodésiques d’une telle métrique. Ceci est utile
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notamment dans I’étude des géodésiques spéciales, qui seront étudiées au chapitre 5 de cette these.
Soit ' : TM — R un métrique finslérienne faible de classe C? et fortement convexe sur une variété M
et soit g le tenseur fondamental associé a F' (définit en (1.3)). Nous allons nous placer dans un systeme de

coordonnées sur la variété T'M . Plus précisément, si U/ C M est un ouvert auquel sont associées les coor-

1 8 1
oxt”

sont appelées coordonnées naturelles sur T'U. Nous pouvons écrire le tenseur fondamental en coordonnées :

1 n

données x Les 2n fonctions x*, ..., x™, v", ..., v

, ..., 2", alors un vecteur v € TU peut s’écrire v = v°

O’ F?
9ij ((L’, 1}) = 8uiavj (Z‘, 2}). (14)

Le tenseur fondamental ressemble quelque peu a une métrique riemannienne, mais il est important de noter
que ce tenseur est défini sur le tangent non nul 7° et pas sur . Ceci est une grande différence par rapport
a une métrique riemannienne. Nous remarquons qu’en coordonnées, le tenseur fondamental se calcule de la

facon suivante :
n

Iy (Em) = D gijla,v)E

1,j=1

- -

pour§ =¢' gz etn =1l 5.

Lemme 1.45. Le tenseur fondamental g et la métrique finslérienne F' sont reliés par la formule suivante :
F(ﬂf,U) = g(:p,v)(vvv)‘

De plus, les coefficients g;j(x,v) sont positivement homogeénes de degré 0 par rapport a v.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en appliquant le théoréme d’Euler sur les fonctions homogenes a la

fonction v — $F%(z,v). O

Il s’agit maintenant de comprendre une troisieéme classe de courbes aux propriétés extrémales pour une fonc-
tionnelle dépendant de la métrique finslérienne. Nous avons déja définit les géodésiques métriques et les
courbes minimisantes, nous allons maintenant définir ce qu’est une géodésique dans le cas d’une métrique

finslérienne C3 et fortement convexe.

Définition 1.46. Soit (M, F') une variété finslérienne faible dont la métrique est C? et fortement convexe et

7 : [a,b] — M une courbe C1, alors 1’ énergie de v est I'intégrale

b
B0 = [ P50

Il est facile de démontrer qu’une courbe minimise 1’énergie si et seulement si elle minimise la longueur

finslérienne et est paramétrée a vitesse constante. Ceci permet donc de définir une géodésique différentielle.

Définition 1.47. Une courbe v : [a,b] — M de classe C? est une géodésique différentielle si elle est un point

critique de la fonctionnelle énergie.

Proposition 1.48. Soit (M, I) une variété finslérienne faible dont la métrique est C* et fortement convexe. Soit

g le tenseur fondamental de F'. Dans un systeme de coordonnées locales on note g;; le tenseur fondamental
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et g son inverse. Une courbe B(t) = (x'(t),...,x"(t)) de classe C? est une géodésique différentielle pour la

métrique finslérienne F' si et seulement si on a
i 4 yfa'al =0

ou

1 dgi dg; 09i;
o= L [ O]

2 oxd ~ Oxt  Oxt
sont les symboles de Christoffel généralisés (noter que le tenseur fondamental et les symboles de Christoffel

généralisés dépendent de (x,v) et non pas seulement de x comme en géométrie riemannienne).

Nous ne donnons pas de preuve de ce résultat qui est essentiellement calculatoire. Toutefois la preuve de
trouve dans [Pap09, chapitre 3] et [BCSO00].

Nous avons ainsi défini trois types de géodésiques. La premiere définition est celle de géodésique métrique
(définition 1.6), c’est une définition purement métrique. La deuxieme définition est celle de courbe minimi-
sante (définition 1.30) et est dans une intersection entre la géométrie métrique et la géométrie différentielle
et la troisieme définition, celle de géodésique différentielle (définition 1.47) est une définition de géométrie
différentielle, faisant intervenir une équation différentielle.

Une question naturelle est de savoir dans quelles circonstances ces définitions sont équivalentes. Notons pre-

micrement qu’il est facile de vérifier que toute courbe minimisante est une géodésique métrique.

Lemme 1.49. Soit (M, F') une variété finslérienne faible et ~y : [a,b] — M, alors -y si 7y est une courbe

minimisante, elle est une géodésique métrique.

Démonstration. Soit 7y : [a,b] — M une courbe minimisante, c’est a dire, pour tout s, ¢ € [a, b] nous avons

dr(v(s),7(t)) = Lr(Vl[s,)-

Ceci implique que pour ¢y € [a, b], il existe ¢ > O tel que sir, s,t € [to — &,1o + €] vérifient r < s < ¢, alors

drp(y(r),v(8)) + dr(v(5),7(t)) = Lr(Vprs) +€r(Vlisy) = Lr(Vpg) = dr(y(r),7(1)),

ce qui prouve que ~y est une géodésique métrique.

D’autre part, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 1.50. Soit (M, F) une variété finslérienne dont la métrique est C3, fortement convexe, symétrique

et non-dégénérée, alors les géodésiques différentielles sont des courbes localement minimisantes.

La preuve de ce théoreme se trouve dans [BCSO00, page 155]. Elle est est semblable a la preuve dans le cas

riemannien mais il faut prouver une version Finslerienne du Lemme de Gauss.

Une question qui nous intéresse dans le cadre de cette these est le fait que les géodésiques métriques sont des

courbes minimisantes. La clé de ce probleme réside dans 1’égalité entre la longueur intrinseéque et la longueur
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finslérienne. En effet, si pour toute courbe ~ : [a,b] — M nous avions

£(y) = Lr(7),

la preuve que les géodésiques métriques sont minimisantes serait directe. En effet, si y : [a,b] — M est une

géodésique métrique et que I’inégalité ci dessus est vérifiée, nous aurons

n—1
Cp(y) = L(y) =sup > dp(y(t:),¥(tis1)) = dp(v(a),v(b))
=0

ce qui impliquera que -y est une courbe minimisante.

Il existe différents théorémes donnant une solution a cette question. Le premier se trouve dans [AT04] et

concerne la dérivée métrique. Nous 1’énongons sans preuve.

Théoreme 1.51. [AT04] Soit (X, d) un espace métrique symétrique non-dégénéré, alors pour toute courbe

Lipschitz 7y : [a,b] — X, nous avons

b
() = / Fa(y(t), 4()dt.

ou Fy est la dérivée métrique de d (voir définition 1.43).

La preuve de ce résultat est assez profonde, releve de I’analyse géométrique et fait appel au théoreme de
Rademacher [EG15].

Remarque 1.52. * Dans le cas ot la distance d provient d’une métrique finslérienne non-dégénérée, symé-
trique et fortement convexe, la dérivée métrique nous redonne la métrique finslérienne, ce qui montre que
le théoreéme est vrai pour les variétés finslériennes non-dégénérées, symétriques et fortement convexes.

» Nous remarquons également que dans le cas riemannien, nous avons égalité entre la distance intrinseque

et la distance riemannienne sur les courbes absolument continues.
Cette discussion implique donc le résultat suivant.
Théoréme 1.53. Soient (M, F) une variété munie d’une métrique finslérienne de régularité C3, symétrique,

non-dégénérée et fortement convexe et vy : [a,b] — M une courbe Lipschitz, alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. 7 est une géodésique métrique.

2. v est une courbe localement minimisante.

3. ~y est une géodésique différentielle.
Démonstration. 1. = 2. est clair par le théoreme 1.51, 2. = 1. est trivial, 3. = 2. est prouvé par le théo-
reem 1.50. Il reste donc seulement a montrer qu’une courbe minimisante est une géodésique différentielle.
Soit donc  une courbe minimisante, c’est a dire pour tout s,¢ € [a,b], (r(V|sy) = dr(7(s),7(t)). On a

alors, par la proposition 5.1.1 de [BCS00], que la courbe +y est critique pour la fonctionnelle longueur, ce qui

implique que - est une géodésique différentielle. O
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Remarque 1.54. Nous avons montré I’équivalence entre géodésiques métrique est courbes minimisantes pour
des métriques tres régulieres et satisfaisants tous les axiomes classiques des métriques finslérienne, toutefois,
dans cette these, nous désirons affaiblir ces hypotheses.

Dans le théoréme 2.16, Busemann et Mayer montrent que la longueur finslérienne et la longueur intrinseéque
sont égales sur les courbes C!' par morceaux pour des métriques finslériennes faibles strictement convexes
et Lipschitz. Ceci impliquera que si les géodésiques métriques d’une métrique finslérienne faible strictement

convexe et Lipschitz sont C*, alors il y aura équivalence entre géodésique métriques et courbes minimisantes.

Busemann et Mayer montrent également qu’en dimension 2, les géodésiques métriques sont de classe C'.
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Chapitre 2

Généralisations et unification des théoremes
de Busemann-Mayer-Kobayashi pour les
espaces Finslériens de basse régularité

Dans ce chapitre, nous allons expliquer les résultats de I’article intitulé "On the foundation of calculus of
variations" de Herbert Busemann et Walter Mayer [May41]. Il nous a semblé qu’il n’est pas totalement inutile

de clarifier quelques points de ce texte.

2.1 Théoreme de convexification de Busemann-Mayer-Kobayashi

Le premier théoréeme de Busemann-Mayer porte sur la convexification des métriques finslériennes faibles de
faible régularité [May41, Théoreme 1, page 184]. Ce théoréme affirme qu’étant donné un champ d’ouverts
étoilés autour de I’origine sur une variété différentiable et en considérant la jauge de Minkowski de cet ouvert,
la distance induite par cette jauge est égale a la distance induite par la jauge de Minkowski sur I’enveloppe
convexe de chacun de ces ouverts étoilés. Ce résultat est important car il montre que la donnée d’un champ

d’ouverts étoilés autour de I’origine revient, géométriquement, a la donnée d’une métrique finslérienne faible.

Il existe une version du théoreme de convexification écrite par Soshichi Kobayashi [Kob91, page 206], toute-
fois cette version est démontrée sous des hypotheses différentes de celles de [May41]. En effet, dans [May41],
la métrique finslérienne faible n’est pas symétrique mais est continue, alors que dans [Kob91], la métrique

finslérienne est semi-continue supérieurement mais symétrique.

Nous présenterons ici une version générale du résultat, qui contient les deux versions du théoréme comme cas
particuliers. Ce résultat utilise I’approche de géométrie convexe de la géométrie finslérienne. Nous allons donc
utiliser des résultats de géométrie convexe [Web94], adaptés a la situation. De plus, une des idées principales
de ce résultat est un point de vue "a la Busemann" de la géométrie finslérienne. Dans ses travaux, il arrive
fréquemment que Busemann voie les espaces finslériens comme des espaces infinitésimalement Minkowski, il
approxime donc les longueurs de courbes par des longueurs Minkowski de morceaux de courbes, et démontre

le résultat en géométrie de Minkowski.
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Contexte de travail
Soit M une variété différentiable. Soient 2 C T'M un champs d’ouverts étoilés autour de 1’origine et ®,, :
T,M — R, lajauge de Minkowski de 2, = Q2 N7, M est donnée par

O, (v) =inf{t >0|vetQ,}.

La fonction ® : TM — R, définie par (z,v) = ®,(v) n’est en général pas une métrique finslérienne faible
car elle ne satisfait pas forcément I’'inégalité du triangle. Nous rappelons qu’une telle fonctionnelle est appelée
une jauge de Minkowski et a été étudiée au chapitre 1. Par construction, ¢ est semi-continue supérieurement

(les ensembles de sous-niveaux sont ouverts).

Etant donné une courbe continiiment différentiable ~ : [a, b] — M nous pouvons définir la longueur de «y pour

® de la méme manicre que dans le chapitre 1 :

b
to() = / B((t), (1) dt.

Etant donnés z,y € M, nous définissons alors aussi la distance induite par la jauge de Minkowski ® de la

méme maniere que dans le chapitre 1 :

do(z,y) = inf lo(7)
ot ’infimum porte sur I’ensemble des courbes C! par morceaux de x 2 .

Le théoreme de Busemann-Mayer-Kobayashi [May41][Kob91] met en évidence que cette construction induit
une distance faible et surtout que cette distance faible est égale a la distance finslérienne induite par la jauge

de Minkowski de I’enveloppe convexe de ).

Définition 2.1. (i) Soit 2 C T'M un champ d’ouverts étoilés autour de 1’origine (contenant 1’origine et tels

que 2, n’est pas forcément borné), 1’enveloppe convexe de € est ’ensemble

Conv(Q2) = U Conv(£2y)
xeM

ot Conv(£2,) est I’enveloppe convexe de €2, dans 1’espace vectoriel 7, M .

(ii)) Soit ® : TM — R, la jauge de Minkowski de €2, alors la jauge de Minkowski de Conv({2), notée
F:TM — R, estappelée le convexifié de ®.

Remarque 2.2. Nous notons que pour tout (x,v) € TM, on a I'inégalit¢ ®(z,v) > F(x,v) car Q C
Conv(£2).

Théoreme 2.3 (Busemann-Mayer-Kobayashi). [May41, Théoréme 1, page 184][Kob91, page 206] Soient M
une variété différentiable connexe et 2 C T M un champ d’ouverts étoilés autour de ’origine. Soient ¢ la

jauge de Minkowski de ) et F le convexifié¢ de ®, alors, pour tout x,y € M, nous avons

do(z,y) = dr(x,y).
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Remarque 2.4. Pour démontrer ce théoréme, il nous faut plusieurs lemmes et propositions relevant de 1’ana-
lyse, de la géométrie convexe et de la géométrie finslérienne. Tout au long de cette section, nous noterons ¢

pour les jauges de Minkowski de champs d’ouverts étoilés autour de 1’origine, et F' pour leurs convexifiés.

Nous commencons par démontrer des lemmes d’approximation des métriques que nous étudions. Le premier
lemme releve de 1’analyse et nous permet de régulariser les jauges de Minkowski semi-continues supérieu-
rement en les approchant par des fonctions continues. Le lemme suivant est le lemme 4 de [Kob91] ot il est
démontré pour les métriques finslériennes faibles symétriques, ici, nous avons démontré ce résultat pour les

métriques faibles non-symétriques.

Lemme 2.5. [Kob91, Lemme 4, page 208] Soit ® : TM — R la jauge de Minkowski d’un champ d’ouverts
étoilés en 0O, alors il existe une suite décroissante de fonctions continues ®y, : TM — R, qui converge
ponctuellement vers ®. De plus, si pour tout k, F}, est le convexifié de Oy, alors F}, est une suite décroissante

et converge ponctuellement vers I, le convexifié de ®.

Démonstration. Considérer une métrique riemannienne auxiliaire sur M et SM C T'M le fibré tangent uni-
taire pour cette métrique auxiliaire. Comme & restreinte a S M est une fonction semi-continue supérieurement
et positive, et par le fait que SM est un fibré dont la fibre est compacte, il est prouvé dans [McS44], que @ est la
limite ponctuelle d’une suite décroissante de fonctions continues @ : SM — R.. En étendant chaque Py, par
homogénéité positive, nous avons une suite décroissante de fonctions continues encore notées &5 : TM — R
telles que ®(x, v) = limg_,oo Pi(x, v) pour tout (z,v) € TM.

Pour tout %, nous notons Fj, le convexifié de &y, alors, étant donné que & < Py, < P, nous avons
F < Fyy1 < Fy. En effet, si §p1 < Py, alors la boule unité de Py contient la boule unité de Py et cet

ordre d’inclusions est respecté par les enveloppes convexes.

De plus, étant donné (z,v) € T'M, nous pouvons choisir une métrique finslérienne auxiliaire G : TM — R
telle que G(x,v) = 1, et donc étant donné que ®(z,v) = limg_oo Px(x, v), pour tout ¢ il existe un entier
ko > 0 tel que pour tout k£ > ko,

Op(z,v) < P(z,v) +e < P(x,v) + eG(z,v)

ce qui implique en convexifiant, que

Fi(z,v) < F(z,v) +eG(x,v) = F(z,v) + ¢

etdonc F'(z,v) = limg_,o Fi(z,v), et F est positivement homogene en v variable, ce qui montre le lemme.
(]

Avant de démontrer le prochain résultat finslérien, nous allons démontrer un lemme qui généralise le théoreme

des accroissements finis en dimension 7.

Lemme 2.6. Soientc > 0 et~y : [a,b] — R™ une courbe C* par morceaux. Pour toute partition {ty}ren de
[a,b], posons Ax; = y(tiv1) — y(ti) et At; = tiy1 — t;, alors il existe § > 0 et une partition {t;.} de |a, b]
telle que max At; < ¢ et

_ Al‘z
At;

<e.

’7(152')
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Par le théoréme des accroissements finis dans R, pour tout j € {1,...,n}, il

existe s;; € [t;, tiy1] tel que

vi(tiv1) — v (ts)
tiv1 — t;

Y5 (s45) = 2.1

Notons w;; = ;(si;) et Wi = (w1, w2, . .., Wip).

Comme ~y est C! sur [a, b], nous avons que + est uniformément continue sur [a, b], donc il existe § > 0 tel que
si At; < 0, alors pour tout s,t € [t;,t;11], nous avons |¥;(s) — ¥;(t)| < e.

Coordonnée par coordonnée, nous pouvons donc choisir 6 > 0 tel que pour tout j € {1,...,n} nous avons

_E_

19 (ti) — wij| < = etdonc

n n

’7(tz) - Wi’ = Z (’Y](tz) — ’}/j(sij))Q < Z i = ¢.

Jj=1 Jj=1

Nous obtenons alors, par 1’équation 2.8 que

_ A:L’l
At;

= |¥(t;) —wi| <e

"Y(ti)

ce qui prouve le lemme.
O

Le lemme suivant, qui joue un r6le important, releve de la vision de la géométrie finslérienne de Herbert
Busemann. L’idée est qu’une métrique finslérienne est infinitésimalement Minkowski et qu’il est donc possible
d’approximer la longueur finslérienne d’une courbe par une somme de longueurs Minkowski de morceaux de
courbes. Nous travaillons dans une carte R? de la variété M, et nous pouvons donc utiliser localement les

propriétés algébriques de R™ pour des points dans la variété.

Définition 2.7. Soient F' : TU — R, une métrique finslérienne faible continue et v : [a,b] — U une
courbe de classe C' par morceaux. Soit {to,?1, ..., £x} une subdivision de [a, b]. On définit I’approximation

Minkowski de la longueur de ~ pour la subdivision {t;} par

Lemme 2.8. Soient F' une métrique finslérienne faible continue et vy : |a,b] — U, alors, pour tout € > 0 il

existe une subdivision suffisamment fine {to,t1, ...,tn} de [a, b] telle que

|€r(7) = SNl <e.

Démonstration. Soit € > 0. Par le lemme 2.6 et le fait que 4 est uniformément continue sur [a, b] (car, quitte a
changer la partition, y est C'.), on obtient qu’il existe § > O et {to, 1, ..., £y } une partition de [a, b] satisfaisant
At; = t;41 — t; < d pour tout i tels que

| AJ}Z'
At;

— 4t < e. 2.2)
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ol nous avons posé x; = y(t;) et Ax; = i1 — x

Procédons maintenant a une estimation de S f, :

< Z F(x;, AL A(t:)) Aty + Z F(zi,5(t;)) At

Par la définition de I’intégrale de Riemann, nous avons que ), F'(z;, ¥(¢;)) At; tend vers f F(y(t),~(t))dt.
Il s’agit de voir que ) _, F’ (zi, 5 At —7V(ti))At; tend vers 0. Si At; < & pour tout 7, en appliquant le resultat (2.2)

nous obtenons

Ax;
E F(zi, == —4(t;))At; < Aelb —
: (4, AL Y(ti))At; < Aelb — q

)

ou A = sup{F(x,v) |z € U,|v| =1}, c’est a dire F(x,v) < AJv|. Le nombre A existe et est fini par le

lemme 1.19.

Montrons I’ autre inégalité :

ZF i A () Al < S Fla, 4(t) — iff)mi +3 Fla, %)Ati
Al’i

Nous avons les mémes termes que dans le premier calcul, donc avons montré que >, F'(z;, i—gfz — F(t;))At;

est arbitrairement petit et donc, Sk est arbitrairement proche de fab F(y(t),~(t))dt. O

Nous passons maintenant aux lemmes de géométrie convexe qui vont permettre d’estimer les longueurs des
courbes minimisantes pour la jauge de Minkowski non-convexe et qui nous permettront de montrer qu’en pas-
sant a 'infimum des longueurs pour le convexifié, nous "n’ajoutons pas des courbe minimisante plus courte".
Les ensembles convexes considérés on le rdle des boules unités des différentes jauges que nous étudions et
les propriétés de ces convexes comportent énormément d’information sur les métriques considérées. Nous
allons voir que les courbes minimisantes des géométries finslériennes faibles suivent des directions qui sont

les points extrémes de la boule unité dans le tangent.

Définition 2.9. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et {2 C X un ensemble étoilé par rapport a
I’origine. Un point € (2 est appelé point extréme de (2 si tout segment de €2 passant par x, une des extrémités

du segment est égale a x. C’est a dire, siz =ty + (1 — t)z,avec y,z € Qett € [0,1], alors z = y ou x = z.
Le lemme suivant utilise le théoréme de Minkowski-Carathéodory (voir [Web94]) et en est une généralisation.

Lemme 2.10. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et () C X un ensemble de dimension relative
n, compact contenant l’origine, alors pour tout point x € Conv(Q) (I’enveloppe convexe de (), il existe

20, ..., 2m € K, des points extrémes et t, . . ., ty, > 0 satisfaisants y ;- t; = 1 tels que
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m
xr = E tiZi
=0

Démonstration. Commengons par supposer que €2 est convexe. Nous avons alors {2 = Conv({2).

Nous allons prouver le lemme par induction sur la dimension n. Pour n = 0, le résultat est trivial, car € est
un point. Supposons alors que le lemme est vrai pour tout ensemble A C X de dimension plus petite ou égale
an — 1. Soient 2 un convexe de dimension n et zg € €2 un point extréme. Soit x € {2 un point intérieur et
considérons le segment euclidien [z, =], alors le segment [z, 2| peut se prolonger de la maniére suivante :
considérer « = sup {t | tx + (1 — t)zp € Q} et soity = ax + (1 — a)zp. Comme v > 1 (car z est un point

intérieur de (2), nous avons x = fyzp + (1 — Op)y oy =1 — é

Par construction, y est dans le bord de € et donc % est contenu dans une face propre ! F C Q. Comme la
dimension de F est plus petite ou égale a n — 1, en utilisant I’hypothese d’induction on obtient y = Z;ZO 0;z;
ol les z; sont des points extrémes de F et les §; > 0 satisfont Z;:() #; = 1. Comme les points extrémes de

JF sont aussi des points extrémes de {2, nous obtenons

m
xTr = E tizi
=0

ou t; = (1 — p)6;. Nous avons donc prouvé le lemme lorsque € est convexe.

Supposons maintenant que {2 C X est un ensemble compact de dimension relative n contenant 1’origine.
Comme les points extrémes de Conv(£2) sont aussi les points extrémes de €2, il suffit d’appliquer ce que nous
venons de montrer a I’enveloppe convexe de € et le lemme est démontré.

O

Ce lemme de géométrie convexe est tres utile et nous allons I’utiliser pour démontrer le lemme suivant qui est

adapté a la situation de géométrie finslérienne qui nous intéresse.

Définition 2.11. Soit (2 un domaine étoilé autour de 0 € X, une direction extréme de (2 est un multiple positif

d’un point extréme de 2.

Lemme 2.12. [May41, Théoreme 2, page 179][Kob91, Lemme 1, page 207] Soit X un espace vectoriel de

dimension finie.

Soient () C X un domaine étoilé autour de I’origine, ® : X — Ry la jauge de Minkowski de Q) et F' : X —
R le convexifié de .

Soient e > 0 et x € X, alors il existe zg, . . . , zm des directions extrémes de ) telles que

x=z0+ - +zm et P(z0)+- -+ P(zm) < F(z)+e. (2.3)
Démonstration. Soit (2 C X un domaine étoilé autour de 1’origine.

Pour tout s > 0, définir sQ2 = {sz | z € 2} et sConv({2) de la méme fagon.

1. F C Q est une face propre si chaque point de F est un point extréme.
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Soient ¢ > O etr = F(x), alors € (r + ¢)Conv(£2). Par le lemme 2.10, il existe o, . . ., Ym, des points
extrémes de (r + £){2 tels que

m m
T = Ztiyi avec t; >0, Zti =1
i=0 i=0
ceci qui implique alors que
m m m
D 0(tiyi) =) () < (r+e)> i< (r+e)=F(z)+e.
i=0 i=0 i=0

En posant alors z; = t;y;, nous obtenons alors

r=z0+ - +2zm et P(z)+ -+ P(zn) < F(z)+e¢

Scholie. Dans le cas o F(x) > 0, nous pouvons retirer le ¢ et obtenir

m m m
Z D(tiy;) == th@(yz‘) = "”th' =T,
i=0 =0 i=0

et donc

D(zg)+ -+ P(2n) = Fx)

et l’autre inégalité est satisfaite car pour tout x € X, 'inégalité F(x) > ®(x) est vraie. 1l suffit ensuite
d’applique ’inégalité du triangle pour F' ce qui prouve que si F' : TM — R est non-dégénérée, alors il

existe zy, . . ., zm des directions extrémes de () telles que

r=z0o+ +zm et P(z)+- -+ P(zm) = F(x). (2.4)

Nous pouvons maintenant démontrer le cas particulier du théoréme 2.3 pour les espaces de Minkowski. Nous
pourrons ensuite appliquer le lemme 2.8 pour démontrer le théoreme général sur les variétés finslériennes
faibles.

Proposition 2.13. Soient X un espace vectoriel de dimension finie, ® : X — R la jauge de Minkowski d’un

ensemble ) étoilé par rapport a I’origine et F' : X — R son convexifié, alors pour tout x,y € X,

dy(z,y) =dr(z,y) (=F(y—1x)). (2.5)

Démonstration. Soit 3 C X étoilé par rapport a 1’origine dont la jauge de Minkowski est ® et soit F' le
convexifié de @, alors pour tout z € X on a immédiatement F'(v) < ®(v) car Q@ C Conv(f), et donc
I’inclusion des boules unité induit cette inégalité entre les jauges de Minkowski. Ceci implique directement

que do(z,y) > dr(z,y).

Il s’agit donc de montrer dg (x, y) < dp(x,y). Pour prouver cette inégalité, il suffit de montrer qu’étant donné
deux points z,y € X et le segment euclidien [z, y], il existe une courbe 4 : [a,b] — X telle que Y(a) = x
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20+ 21 20+ 21+ 22

FIGURE 2.1 — La longueur de [z, y| est égale a la longueur de la courbe polygonale.

et (b) = yet le(y) < lp([z,y]), étant donné que, comme nous avons vu au chapitre 1, les normes de

Minkowski faibles sont projectives. Pour construire 4, nous allons utiliser le lemme 2.12.

Considérons y — x le point de X auquel nous allons appliquer le lemme 2.12. Pour tout ¢ > 0, il existe
donc zp, . . ., z, des points extrémes de Q tels que Y ;" ) ®(z;) < F(y — x) + ¢, considérer alors 4 la courbe
polygonale de = a y passant par zg, 20 + 21, 20 + 21 + 22, ..., 20 + * - - + 2m = y — x. Par le lemme 2.12, nous
obtenons alors

ce qui démontre la proposition. O

Etant donné ce résultat, nous pouvons montrer le lemme suivant. Il nous dit que le convexifié d’une jauge
de Minkowski semi-continue supérieurement est bien une métrique finslérienne faible. Nous travaillons a

nouveau dans une carte U/ de la variété M.

Lemme 2.14. [May41, Théoréme 3, page 180][Kob91, Lemme 3, page 207] Soient ® : TU — R la jauge
de Minkowski d’un champ d’ouverts étoilés par rapport a l’origine Q) C TU et F' : TU — R son convexifié,
alors F : TU — R est une métrique finslérienne faible.

Démonstration. L’homogénéité positive, 1’inégalité du triangle et le fait que F'(0) = 0 proviennent de la
définition d’une jauge de Minkowski (définition 1.18) et de la proposition 1.21. Montrons la semi-continuité

supérieure de F' :

Soient v € T, U ete > 0. Par le lemme 2.12, il existe wy, . . . , W, € TU tels que
m
v=wo+ -+ wy, et Z@(m,wi) < F(z,v)+e
i=0
Comme & est semi-continue supérieurement, pour tout ¢ = 0, ..., m, nous pouvons trouver V; un voisinage

de w; dans TU tel que
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1
O (w)) < ®(w;) + —e pourtout w; € V;,
m

alors W = Vy + - -+ + V,, est un voisinage de v = wg + - - - + wyy, et pour tout v’ = wj + -+ - 4+ w),,, avec
w;, € W, nous obtenons

F()+2€>Z<@+€> Z(I) i >F<Zw>:

=0 i=

Ce qui prouve que F’ est semi-continue supérieurement. O

Nous avons maintenant démontré tous les lemmes techniques qui vont nous servir a démontrer le théoréeme 2.3.
Pour la preuve, nous allons effectuer plusieurs approximations : le lemme 2.5 pour la continuité, puis nous
pourrons utiliser le lemme 2.8 qui découpe la courbe en une partition de "petits morceaux dont la longueur
provient d’une norme de Minkowski" et ensuite nous appliquerons la proposition 2.13 a chaque morceau.
En regardant a nouveau la courbe en entier, et en concaténant chaque courbe d’approximation, les inégalités

obtenues prouvent le théoréme.

Nous rappelons ici le théoréme :

Théoreme ( 2.3). [Busemann-Mayer-Kobayashi][May41, Théoreme 1, page 184][Kob91, page 206] Soient
M une variété différentiable et Q) C T M un champ d’ouverts étoilés autour de 1’origine. Soient ® la jauge

de Minkowski de ) et F' le convexifié de ®, alors, pour tout x,y € M nous avons

do(z,y) = dp(x,y).

Démonstration. Nous savons que dr(z,y) < do(z,y) car F(z,v) < ®(z,v) pour tout (z,v) € TU.

Pour montrer dp(z,y) > de(z,y) il suffit de voir que pour tout ¢ > 0 et étant donné une courbe v : I — U
de régularité C! telle que v(0) = = et v(1) = y, nous pouvons construire une autre courbe 4 : I — U de

régularité C! par morceaux de z vers y telle que £o(¥) < £p(7y) + 3¢.

Considérons U une carte de M et soient x,y € U.
Notons d’abord que par le lemme 2.8, pour tout € > 0, il existe une partition {tz}f\i o de [a, b] telle que

b
85— / F(y(t),7(0)dt] < e.

Considérons alors seulement le vecteur Az; = (t;11) — (t;) et raisonnons comme dans la preuve de la
proposition 2.13 avec ce vecteur. Ceci donne une approximation 7; de Ax; par des directions extrémes w; de
la boule unité de ®, centrée en y(¢;—1) qui induit I’égalité (avec ¢;_1 fixé) entre la distance induite par la jauge
de Minkowski ®(7(¢;—1), —) et la distance provenant de la jauge de Minkowski F'(y(t;—1, —).

Soit ®;, une suite décroissante de fonctionnelles continues approximant ®. L’existence d’une telle suite est
garantie par le lemme 2.5, alors la continuité de @, en x; = ~(¢;) implique qu’il existe & > 0 tel que pour
y € U satisfaisant |y — x;| < J et tel que

elv|
b—a’

By, v) < (i, v) +
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Alors, en calculant {4, (7;) et en appliquant le lemme 2.12 nous obtenons

e|wj| e|Azil

to0) = [ @< 3 (®att ) + 50 ) = A, Aa) + 520
i j=0

Nous pouvons alors définir ¥ comme étant la concaténation des 7;, donc la longueur de 7 est la somme des

i, €t nous obtenons :

. e|Ax; elAx;
o) =% [ 02X (Rt A+ 5220) = sl 32 < sl e <o () +2e

Nous avons donc prouvé le théoréme pour les jauges de Minkowski continues. Il reste a utiliser le lemme 2.5,

pour obtenir
la(Y) < Lo, (V) +e(b—a) <Lr, (V) + (2+b—a)e <Llrp(y)+(3+b—a)

ce qui prouve le théoréme car € > 0 est arbitraire. U

2.1.1 Remarque sur les hypotheses du théoreme

Le théoreme de convexification de Busemann-Mayer, tel que présenté dans cette these est une synthese entre
le résultat original de 1941 [May41] et I’article de S. Kobayashi [Kob91]. Aucun des deux résultats n’implique
I’autre, les hypotheses sont différentes dans les deux théoreme. En plus du travail de réécriture du résultat de
Busemann-Mayer, et de clarification de certains résultats élagués par [Kob91], tels que 2.8, résultat capital

dans I’esprit géométrique de Busemann, nous avons écrit un résultat plus général que les deux théoremes.

2.2 Dérivée métrique et longueur intrinseque

Dans cette section, nous allons éclaircir le théoreme 2 page 186 de [May41], qui porte sur la question de
I’égalité entre la longueur intrinseéque et la longueur finslérienne sur une variété, en lien avec des questions
de dérivées métriques. Le résultat de dérivée métrique est une conséquence de I’égalité entre la longueur
intrinseque et la longueur finslérienne. Ce résultat est important car il donne une condition sur les distances
pour que ces dernieres soient finslériennes. Un résultat similaire se trouve dans [Iva08], le résultat de Sergei
Ivanov généralise le théoréme 2 page 186 de [May41], toutefois les techniques de preuve sont tres différentes,
dans [May41], les auteurs utilisent des méthodes analytiques sur les fonctions distances, toujours dans 1’esprit
de I’approximation d’une métrique finslérienne par des morceaux de métriques de Minkowski. Dans [Iva08],
Ivanov utilise les plongements de Kuratowski et leurs différentielles pour retrouver la métrique finslérienne
qui a engendré la fonction distance. Dans cette section, nous exposerons le résultat de [May41], car il est
important de réécrire cette preuve dans un langage plus moderne. Nous expliciterons également la relation
entre [May41] et [Iva08].

Dans cette section, la métrique finslérienne que nous considérons est une métrique faible Lipschitz.
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Définition 2.15 (Métrique Lipschitz). Soient U une carte dans une variété différentiable M. Une métrique
finslérienne faible F' : TU — R est dite Lipschitz si il existe C' > 0 tel que

|F (2, w) — F(z,v)| < Cly — z[max{[v], |wl}

pour tout (z,v), (y,w) € TU, et ou |.| est la métrique euclidienne sur U.
Le théoreme principal de cette section est le suivant.

Théoreme 2.16. [May41, Théoréme 2, page 186] Soit (M, F) une variété finslérienne faible dont la métrique
F' est Lipschitz, alors la longueur finslérienne coincide avec la longueur intrinseque donnée par dr sur les

courbes 7y : [a,b] — M continiiment différentiables par morceaux. C’est a dire

Cp(y) = Lap(7)

avec Up(vy) = ff F(y(t),5(t))dt et L4, () = sup Z?:_ol dp(y(t;),y(tix1)) out le supremum est pris sur les
partitions de [a, b] .

Pour montrer ce théoréeme, nous allons avoir besoin de quelques lemmes d’approximation des structures de
longueur par des longueurs auxiliaires.
Pour commencer, nous définissons donc une longueur auxiliaire qui sera utile pour les approximations des

longueurs finslériennes par des longueurs provenant de métriques de Minkowski.

Définition 2.17. Soient (M, F') une variété finslérienne faible. Nous allons considérer une carte f C M.
* Pour chaque point o € U et v : [a, b] — U une courbe continument différentiable, la longueur centrée

en xg est

b
lao () = / F (0, 4(t))dt.

« Etant donnés x,y € U, la distance centrée en xq est alors définie par

day (2, y) = inf Ly, (7)

ou I’infimum est pris sur les courbes continiiment différentiables de = a .
* Nous allons également utiliser la longueur euclidienne et la distance euclidienne dans la carte U/, que

nous noterons £ gy, et dpye- Nous noterons également [z, y] le segment euclidien entre x et y.

Lemme 2.18. [May41, Théoréme 1, page 185] Soient {xy,} et {y,} deux suites dans une carte U C M telles

que pour tout n nOUs avons T,, # yn et satisfaisant lim,, oo Tp = liMy, o0 Yn = xo, alors

e Tp([m yn]) 7o Lo (s )

Démonstration. Nous commengons par prouver le résultat dans le cas ou F' est continue, et donc localement

bilipschitz par rapport & la norme euclidienne dans /. 1l existe donc A, B € R tels que pour tout v € T,U,

Blo| < F(x,v) < Alv].
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Comme I’indicatrice de F' en xg est strictement convexe, nous obtenons que £, induit une distance projective,
0
provenant d’une norme de Minkowski, donc les segments euclidiens sont minimisants, et par conséquent, pour

toute courbe v : [a, b] — U continiment différentiable par morceaux joignant z a y :

Ly (V) 2 Loy ([, y]). (2.6)

Considérons maintenant -y, : [a,b] — U une courbe continiment différentiable par morceaux entre x,, et
yn, telle que pour tout ¢ € [a, b] nous avons 7, (t) € Bgyq(xo, Ry) avec 2max{dp(xo, xy), dr(xo,yn)} >
R, > max{dp(zg, ), dr(zo,yn)} et montrons que

gy (Vn)
n—oo {p ("Yn)

=1. 2.7)
La continuité de F' implique que pour un vecteur tangent v tel que |v| = 1, nous avons
Cy, := max{F(xp,v) — F(xg,v)}

est arbitrairement petit, si x,, suffisamment proche de xg. De plus nous obtenons

lay (7n) B ‘ _
Cp(yn)

Lao(Yn) — Lr(m) < CBuct(Yn) _ ﬁ
EF(’YTL) - ntEucl(’Yn) B

Ce qui prouve (2.7).

Maintenant, par définition de dr comme 1’infimum des longueurs ¢z, pour n suffisamment grand, il existe

une courbe contintiment différentiable par morceaux v, : [a,b] — U de x,, a y, telle que

n — Tn
0 < Ep() — di (i) < 22 ]

Noter que la propriété ci-dessus oblige v, a rester dans un voisinage de xy Donc en utilisant I’inégalité (2.6)

nous obtenons

0 < EF('Yn) _ dF(xnayn) < ‘yn_«rn’ _ |yn_$n‘

= Lo (1n) Co (Yn) o ([Tnsyn])  nF (20, yn — 25)’

et donc par (2.7)
lim JE@nYn) (2.8)
n—=00 Lay(Vn)
Ensuite, en appliquant (2.6)

dp($n, yn) EIO([:ETL’ yn])
g:(:o (’yn) EF([‘,ETH yn]) ‘

1> dp(xn,yn) . dF(xn,yn) Zzo('yn) fxo([xmyn])

2 T mvn) ~ Lag(mm) oo (s ya]) L ((ms ) —

Remarquons que c’est ici qu’il est important d’utiliser les inégalités avec un quotient et pas des différences,

car nous avons
696()([377 y]) < Ay, (’Y)
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Ensuite nous obtenons, par (2.7) et (2.8) que la limite du c6té droit de 1’inégalité vaut 1, et donc

lim 7d (Y, n)

o ([ gnl)

Ce qui démontre le résultat pour une métrique finslérienne faible continue.

Si F est semi-continue supérieurement, en utilisant le lemme 2.5, nous obtenons la preuve du lemme en toute
généralité car si une suite décroissante de métriques finslériennes faibles continues Fj, converge vers F, alors
nous avons {r, — {retdr, — dp. O

Ce lemme implique directement le résultat suivant

Corollaire 2.19. [May41, Corollaire, page 186] Soit F' : TU — R une métrique finslérienne faible stricte-
ment convexe sur chaque point d’un sous-ensemble compact K C U, alors, étant donné € > 0, il existe § > 0

tel que
Cr([z, y])

dr(x,y)

pour tout .,y € K tels que |y — x| < §, oit |.| est la métrique euclidienne.

0< —1<e

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréeme 2.16

Démonstration. (Du théoreme 2.16)
Soite > 0.

Considérer 7 : [a,b] — U une courbe contintiment différentiable par morceaux, alors ’image de [a, b] par v

est compacte. Soient alors € < ; ( jetso < s1 <. < sp,une subdivision de [a, b] satisfaisant max; |s;+1 —
F

si| < 61 ot 61 > 0, donné par le corollaire 2.19, est tel que

ZEF 51+1 Z dF 51+1 <e€ Z dF Sl+1)) < EEdF( ) <

w\m

De plus nous avons

m—1
iy Fa(t) #(0))dt
i=0 7 [r(sa)y(si1)]
m—1
< Z F(y(E), 3(E:) (si1 — si) (2.9)
1=0
m—1
AN _ . Ag;
< D (FO(E)AE) = T As + Fla(fi), T-)As)
=0 v g

ol #; est tel que F(x(t;), #(f;)) = maxy,, 4,1 F(2(t), 4(t) avec Az; = v(si11) —(si) et As; = i1 — 5.
De plus, pour les mémes raisons que dans le lemme 2.8, nous pouvons choisir J2 > 0 et une subdivision

ro <11 < ...<mrpof I, tels que max; |r;y1 — r;| < d2 de sorte que

-
[v(ri),y(riga)]

= |tr(v) — Sh| < e/2.
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Soient alors ¢ < min{dy,d2} et une subdivision ty < t; < ... < t,, de [a, b] tels que max; |tiy1 — ;] <0

m—1
V4 — F.(x
EDY /M ()

ti),y(tit1)]

m—1

>/ Ful@) — o, ()| < €

i—0 Y () y(tit1)]

e () = Lap(7)] < +

et ¢ est arbitraire, nous avons donc prouvé le théoréme. O

Remarque 2.20. Ce théoreme fait écho au théoreme 1.53, en effet, nous avons démontré que la longueur
intrinséque est égale 2 la longueur finslérienne sur les courbes C! par morceaux, si la métrique est strictement
convexe et Lipschitz. Ceci implique alors qu’une courbe C! par morceaux est une géodésique métrique si et

seulement si elle est une courbe minimisante.

Nous pouvons aussi déduire le théoréme de Busemann-Mayer sur la dérivée métrique. Ce théoreme correspond

au théoréme 3 page 186 de [May41]

Théoreme 2.21. [May41, Théoréme 3, page 186] Soient {x,,} et {yn} deux suites dans U telles que pour tout

N NOUS Avons Ty, # Yy et satisfaisant limy, oo T, = liMy 00 Y = o € U et vy, := |Z”_§"| converge vers un
n—4n

vecteur v, alors
d
lim 9P Yn)

oo [yn —p|

ou nous avons noté |.| la métrique euclidienne dans la carte U.

Démonstration. Comme F'(z(,—) est une norme de Minkowski faible sur 2/, nous avons
/[ ]F(J:O,Jb(t))dt = |yn — zp|F(z0,v).
Tn,Yn

Par conséquent, par le lemme 2.18 nous obtenons

1= lim M — lim dp(Zn, yn) — lim dr(Tn, Yn)
n—00 EFZO ([ZEn7 yn]) n—»00 f[mmyn] F(.%'(), .f(t))dt n—00 |yn — $n|F(l‘0, ’U)

ce qui prouve le résultat. O

Remarque 2.22. Nous pouvons écrire le théoreme de dérivée métrique de Busemann-Mayer d’une autre facon,

facilitant la comparaison avec les résultats de [Iva08].

Théoreme 2.23. Soit v : [0, 1] — U une courbe continiiment différentiable en 0, alors

iy F(1(0), (1))

fimg S = F3(0),4(0))

2.2.1 Relations entre la dérivée métrique de Busemann-Mayer et celle de Ivanov

Dans cette section, nous allons étudier le lien entre le théoreme de dérivée métrique de Busemann-Mayer
[May41] et celui de Ivanov [Iva08]. Le théoréme correspondant est le théoreme 3.7 de [Iva08]. Il est assez clair
que le théoreme de Ivanov est une variante du théoreme de Busemann-Mayer, mais il est utile de comprendre

précisément dans quel sens. En fait, les hypotheses sont sensiblement différentes pour les deux résultats, et il
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est important de comprendre les enjeux de chaque hypotheése. Nous commencons par énoncer le résultat de
[Iva08], sans démonstration. Rappelons que tout espace métrique symétrique (M, d) admet un plongement

isométrique dans L°° (M) (un exemple explicite est le plongement de Kuratowski).

Théoreme 2.24. [Iva08] Soient (M, d) une variété différentiable équipée d’une distance symétrique et Lip-
schitz et ¢ : M — L°(M) un plongement isométrique de (M,d), alors pour toute courbe Lipschitz
’Y : [07 ]'] _> M)

o d(0),7(1)

g ST = 0y (3(0)

Ce résultat montre que la dérivée métrique est une métrique finslérienne faible, mais également, implique le

corollaire suivant.

Corollaire 2.25. Soient (M, d) une variété métrique faible symétrique dont la métrique est intrinséque et

@ : M — L*°(M) un plongement isométrique, alors d est une distance provenant de la métrique finslérienne

Fy(z,v) = iy 400(0),7(1))

fing ST = y2(3(0)

ou (x,v) € TM est représenté par la courbe .

Démonstration. La preuve est tres rapide car, étant donné que d provient d’une structure de longueur, nous
avons que la longueur obtenue en intégrant la dérivée métrique est égale a la longueur intrinséque provenant
de d et alors les distances induites par ces deux longueurs sont égales, ce qui implique que d provient de la

métrique finslérienne faible Fj;. O

2.3 Régularité des géodésiques métriques en dimension 2

Dans cette section, nous présentons la démonstration de [May41] du résultat affirmant que les géodésiques
métriques d’une surface finslérienne sont continiiment différentiables si la métrique est Lipschitz et strictement
convexe. Ce résultat correspond aux théorémes 2 et 3 de [May41, page 194 a 197], et nous pouvons I’énoncer

ainsi :

Théoreme 2.26. Soit (M, F') une variété finslérienne faible de dimension 2 dont la métrique est strictement

convexe et Lipschitz, alors les géodésiques métriques sont continfiment différentiables.

Au vu de la nature locale de ce théoreme, on peut considérer que F' est une métrique finslérienne définie sur

R2. Nous supposons de plus que F' est Lipschitz, ce qui implique qu’il existe des constantes C' et K telles que
|F(y,w) — F(x,v)| < Cly — x| max {|v|, |w]|}, (2.10)

et

1

EM < F(z,v) < K|v], (2.11)
(voir la définition 2.15 et le lemme 1.19).

La démonstration du théoréme est longue et technique, pour la rendre plus aisée a suivre, nous 1’avons divisée

en trois parties. Dans la premiere partie, on construit les “pseudo-cercles” de Buseman-Mayer, qui sont une
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classe de courbes auxiliaires, continfiment différentiables et qui jouent un role clé dans la preuve. Dans Ila
seconde partie on démontre le résultat en admettant quelques résultats de nature technique et dans la troisieme
partie on démontre les résultats techniques.

Notons que les techniques utilisées ici sont propres a la dimension 2 et ne se généralisent a priori pas aux

dimensions supérieures.

2.3.1 Pseudo-cercles de Busemann-Mayer

La clé de la démonstration de la régularité des géodésiques métriques réside dans la construction des pseudo-
cercles de Busemann-Mayer, qui sont des courbes de classe C'* définies localement. La propriété importante
des pseudo-cercles est que si une courbe continue v traverse un pseudo-cercle en deux points, alors la F'-
longueur de ~ peut étre raccourcie en remplacant 1’arc de cette courbe entre les deux points par I’arc du
pseudo-cercle. Le théoréme 2.32 ci-dessous formule cette idée de facon précise.

Les pseudo-cercles sont des courbes intégrales d’un champ de vecteurs défini localement. Pour les définir,
Nous fixons d’abord un point p € R? et nous notons €2, 1a boule unité de F' au point p. Comme F' est une
métrique Finslérienne sur R?, nous pouvons identifier 7,R? & R? et considérer que cette boule est un ouvert
du plan :

Q,={q€eR?| F(p,q) <1} CR%.

Fixons un point py € R? et choisissons des rayons 0 < r < R tels que pour tout p € B(pg,), la boule

finslérienne 2, est strictement inclue dans B(po, R) :

U ﬁp C B(p(), R)
pEB(po,r)
Ici B(po,r) et B(po, R) sont les boules euclidiennes de R? centrées en py et de rayon 7 et R respectivement.

Fixons encore un point 2o € dB(pg, R) et, pour p € B(po, ). Par hypothése 2, est strictement convexe, il
existe donc un unique point m = m, € 9€), qui maximise 1’aire orientée du triangle euclidien de sommet

xg, p, m. Cette condition peut s’écrire

(m —z0) A (p — z0) =sup{(q — x0) A (p — 7o) | ¢ € O},

ou u A v dénote le produit extérieur de deux vecteurs de R2 (i.e. w A v = ujvy — ugvy). Nous notons alors
vp = pmy, = my, — p et nous observons que 1’application p € B(po,r) vp définit un champ de vecteurs
continu qui ne s’annule en aucun point de B(pg,r). Notons que ce champ de vecteurs dépend du choix du

point xo € dB(po, I?), nous choisissons toutefois de ne pas alourdir I’écriture en notant par exemple v;,°.

Définition 2.27. Un pseudo-cercle de Busemann-Mayer centré au point zy € 0B(pg, R) est une courbe
o : I — B(pg,r) de classe C!, qui est une courbe intégrale maximale du champ Up, i.€. pour tout ¢ € I on a

do
gt Ve

Le théoreme de Peano [Har02] sur les solutions d’équations différentielle a second membre continu nous
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aB (p0> R)

FIGURE 2.2 — Construction du champ de vecteurs v,. Le triangle xopg maximise I’aire orientée pour g €
0y, -
Po

garanti I’existence d’un pseudo-cercle passant par chaque point p € B(pg,r). Ce pseudo-cercle n’est par

contre pas a priori unique car le champ de vecteurs v, n’est en général pas Lipschitz.

Exemple. 11 est facile de voir que si F est la métrique euclidienne de R?, alors tout pseudo-cercle centré en

z¢ est un cercle euclidien centré en ce point paramétré naturellement. Cet exemple explique la terminologie.

Lemme 2.28. Soit o : I = [a,b] — B(po,r) un pseudo-cercle centré en xo € OB(po, R), alors la fonction

tel—0(t)= 2Ly (po,o(t)) (=langle en xo du triangle orienté de sommets o, po, o (t))

—~

induit un homéomorphisme entre o(I) et I’arc de cercle 0(a)0(b). En particulier les pseudo-cercles sont des

courbes simples et chaque pseudo-cercle sépare B(pg,r) en deux composantes connexes.
Démonstration. La preuve est évidente par la construction des pseudo-cercles. O

Notation 2.29. Nous noterons Y~ la composante qui pointe vers zg et £1 I’autre composante. Plus précisé-

ment :
¥~ = {y € B(po,7) | (Tod A vp)(Zop A vp) > 0 pour tout p € o(I)}.

Lemme 2.30. Soient p € B(po,r) et v un vecteur en p tel que F(pg,v) = 1, et fixons ty. Alors il existe
xo € 0B(po, R) tel que le pseudo-cercle o, : I — B(p, ) est défini par les conditions initiales p et v.

Démonstration. 11 suffit de regarder I’intersection entre 0 B(pg, R) et une parallele en p a une droite suppor-
trice de €2, au point p + v. Ce procédé donne un unique zy € 9B(po, R) tel que I’air orientée du triangle

xo, P, p + v soit maximale et que o, satisfasse les conditions o, (tg) = p et d,,(to) = v. O
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Notation 2.31. Soient o un pseudo-cercle et p, ¢ deux points sur o. Nous notons o I'arc de pseudo-cercle

entre p et q.

Nous énongons maintenant une propriété fondamentale des pseudo-cercles. La preuve sera donnée dans la

derniere partie de cette section.

Théoreme 2.32. [May41, Lemme 5, page 191] Soientr > 0 et R > Otels que r+ R < %C ou C et K sont les
constantes des inégalités (2.10) et (2.11)). Soit o un pseudo-cercle dans B(py,r) de centre oy € OB(pg, R)
et p, q deux points sur o. Alors pour toute courbe vy : [a,b] — X" depaq, ona

Cr(y) = Lp(oy),

on o} est I’arc de pseudo-cercle de p a q.

Remarque 2.33. * Nous utiliserons les termes "coté convexe de ¢" en parlant de X~ et "co6té concave
de ¢" en parlant de ¥*. Le théoreme 2.32 justifie cette terminologie, en effet, ¥~ peut étre appelé
"convexe" car une propriété des ensembles convexes est que la projection sur ces derniers est contrac-
tante.

* Par le théoréme 2.32, les pseudo-cercles sont un outil qui permet de montrer qu’une courbe n’est pas
minimale. En effet, si une courbe entre deux points d’un pseudo-cercle contient un arc inclus dans X,
il est impossible qu’elle soit minimale, car en projetant cet arc sur le pseudo-cercle, nous raccourcissons

la courbe. Ce point est capital dans la démonstration de la régularité des géodésiques métriques.

2.3.2 Preuve de la régularité des géodésiques

Démarche. Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer le théoréme 2.26. Esquissons d’abord

brievement la stratégie de la preuve :

1. Une premiere proposition affirme que si une géodésique métrique est différentiable a gauche, alors elle

est aussi différentiable a droite, et les deux dérivées coincident.

2. Nous montrerons que si une courbe n’est pas différentiable a droite, alors elle ne peut pas €tre mi-
nimale. Nous ferons ceci en projetant la courbe sur un pseudo-cercle bien choisi et en appliquant le
théoreme 2.32.

3. Nous montrerons ensuite qu’une courbe dont la dérivée n’est pas continue ne peut pas étre minimale ; a

nouveau en la projetant sur un pseudo-cercle bien choisi et en appliquant le théoreme 2.32.

La premiere étape est donc le résultat suivant :

Proposition 2.34. Soient F : TR? — Ry une métrique finslérienne Lipschitz et strictement convexe, y : I =
[0, 4] — R? une géodésique métrique de x a y paramétrée naturellement et to € 1. Si vy a une dérivée a droite

en to, alors elle a une dérivée a gauche en tg et les deux dérivées coincident.

Le lemme suivant dit que si une courbe n’est pas différentiable a droite, alors elle pénétre une infinité de fois

dans deux secteurs disjoints. Pour énoncer ce lemme nous avons besoin de la définition suivante :
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Définition 2.35. Soit v : I — R? une courbe continue dans R? telle que 0 € I et (0) = po. On note

t —
DLy (v) = {U € T,,R? | il existe une suite {t3} telle que ¢, > 0, ¢ — Oet v = lim W} .
koo [7(tk) = pl

Cet ensemble est appelé 1’ensemble des directions limites de -y en 0.

Remarque 2.36. * On peut reformuler cette définition en coordonnées polaires :
siy(t) = (r(t) cos(0(t)), r(t)sin(6(t))), on ar(0) = 0 et O est continue sur {¢ > 0}. L’ensemble des
directions correspond a I’intersection
1
6(]0, —]).
M 6o, )

keN

* La compacité du cercle S! entraine que DL, () # 0.
* L’ensemble DLy, est un ensemble de vecteurs unitaires. Par commodité, un vecteur unitaire de DL,
sera parfois donné par sa coordonnée angulaire 6.

* Une courbe ~y est différentiable a droite en ¢ = 0 si et seulement si I’ensemble DLy(7y) est un singleton.

Définition 2.37. Soient ¢ > 0 et @ € R/27Z une direction dans R? en coordonnées polaires. Le secteur de

largeur ¢ dans la direction 6 est I’ensemble défini en coordoonées polaires par

Sg:{(r,¢)ER2\O<T<1, o —0] <e}.

Lemme 2.38. Soient v : [0,1] — R? et 0 € DLy(7y) une direction limite de ~ en 0, alors pour tout € > 0 et

pour tout 6 > 0, nous avons

Card(y(]0,0]) N S?) = .

Les trois résultats précédents seront démontrés dans la prochaine section. Avant de démontrer le théoréeme 2.26
nous démontrons d’abord que les géodésiques métriques sont différentiables en tout point :

Théoréme 2.39. [May41, Chap. 6, page 194] Soient v : I — R? une courbe et F' : TR?> — R une métrique
finslérienne Lipschitz et strictement convexe. Si vy n’est pas différentiable en tout point, elle n’est pas une

géodésique métrique.

Démonstration. Supposons que 7y n’est pas différentiable au point ¢y € I. On peut supposer que £y = 0 et que
7(0) = 0. On peut alors trouver 6y, 05 € DLy(7) et ey, g2 > 0 tels que S N S = 0.

Par le lemme précédent, nous avons que ~ entre une infinité de fois dans 5511 et dans Sfj. Soit ¢ le vecteur
unitaire tel que Z(£,01) = £(£,02) = $£(01,02), de méme direction que (61 + 62), et soit o : [ —
B(7(0), ) un pseudo-cercle tel que 6(0) = &.

Pour § > 0 suffisamment petit, nous obtenons donc

a([0,6]) N (8% US%) = {7(0)}.
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Ceci implique que
Card(y(I) Na([0,0])) = oc.

En particulier, il existe t1, ¢y € I tels que y(t1),v(t2) € v(I) N o ([0,48]) et y([t1,t2]) C T, la composante
concave de la boule délimitée par o.
Par le théoréme 2.32, nous pouvons raccourcir -y en projetant y([t1, t2]) sur o([0, 6]) ce qui montre que -y n’est
pas une géodésique métrique.

O

01
s

€1

Sh
1 02

FIGURE 2.3 — Illustration du théoreme 2.39

Le méme type de stratégie, avec les pseudo-cercles, va nous permettre de montrer que les géodésiques mé-

triques ont une dérivée continue.

Théoreme 2.40. [May41, Chap. 6, page 194] Soient v : I — R? une courbe et F : TR?> — R une métrique
finslérienne Lipschitz et strictement convexe. Si vy n’est pas continiiment différentiable en tout point, elle n’est

pas une géodésique métrique.

Démonstration. Nous savons par le théoréme 2.39, que + est différentiable en tout ¢ € I. Supposons que la
dérivée de «y n’est pas continue en o € I. Il existe donc une suite t,,, € I telle que (¢,,) tend vers 5 # (o)
lorsque ¢, tend vers tg.

Notons ¢ = Z(¥(to), B) et £ la bissectrice en 7y () de ¢.

Soit x¢ le centre d’un pseudo-cercle o : [0, 1] — B(v(to), ) donné par les conditions initiales (¢(0),5(0)) =
(v(t0), &) et tel que §(to) pointe dans X~ (c’est a qu’il existe § > 0 tel que y(tg + §) € 7). Construisons
également la suite de pseudo-cercles o, de centre xq et tels que 7,,(0) = &,(4,,) (le vecteur Ex(tm) ESLIE
vecteur unitaire en 7 (¢,,) parallele a ). Soit M € N tel que pour tout m > M nous avons Z (5, (0),&) < %

et ¥ (tm) et 0, n’appartiennent pas au secteur Siwm). Nous avons donc que ¥(t,,) € &} et 6, € X, ot X
2
et > sont les cotés concave et convexe de oy,

Nous pouvons maintenant appliquer le fait que ~ intersecte o,,, de maniére transverse en t,,.
Comme (t,,) pointe dans X, il existe § > 0 tel que pour tout m > M, nous avons Y(t,, — §) € X et
Y(tm +0) € 5t
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Nous pouvons également appliquer le fait que ~ intersecte o de maniere transverse en tg.

Comme 5(tg) pointe dans X7, il existe § > 0 tel que pour tout m > M, nous avons y(tg + 6) € 2T,

Par conséquent, il suffit de montrer que y(to) € X, et nous aurons que ([to, t,,, + J]) coupe o, de maniere
transverse en deux points, ce qui permettra d’appliquer le théoreme 2.32 et de conclure que 7y ne peut pas €tre

une géodésique métrique.

Preuve que () € X, :

Soit 1a suite
) _ t) = y(t)
m

 y(to) = y(tm)]
et remarquer que 6, tend vers —3(¢¢) lorsque ¢, tend vers tg. Or (o) pointe vers ¥, et comme 6,, tend
vers —%(to), il existe M > 0 tel que pour tout m > M, les vecteurs 6, pointent a I’intérieur de >, or par

construction de 6,,,, nous avons que y(tg) = Y(t;) + |7(to) — v(tm)|0m. ce qui implique que y(t9) € ;..

Nous avons donc démontré le théoréme car v coupe le pseudo-cercle o, en deux points et est contenue dans la
partie concave X;} entre ces points d’intersection. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2.32 et conclure
que 7 ne peut pas étre une géodésique métrique si elle n’est pas C*.

O

Le théoreme 2.26 est une conséquence directe des deux théoremes précédents.

FIGURE 2.4 — Illustration du théoreme 2.40
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2.3.3 Preuves des résultats techniques

Dans cette section, nous allons démontrer les résultats utilisé pour prouver que les géodésiques métriques sont

continliment différentiables, a savoir le théoréme 2.32, 1a proposition 2.34 et le lemme 2.38.

Nous commengons par montrer deux lemmes techniques qui permettent de démontrer le théoreme 2.32. Le

lemme suivant peut tre vu comme la définition de sous-différentielle de Clarke (voir [Cla90],[Cla75]).

Lemme 2.41. Soient Q) C R? la boule unité pour une norme de Minkowski faible F, L une droite support de

Q, v € LN et aun vecteur normal a L tel que (o, v) = 1, alors pour tout w € R? nous avons
F(w) — F(v) — (o, (w —v)) > 0.
Démonstration. Comme F'(v) = 1, nous avons
F(w) — F(v) — {a, (w —v)) = F(w) — (a,v) — (o, w) + (o, v) = F(w) — {a, w).

11 suffit donc de montrer que F'(w) > («, w). Noter que chaque coté de cette équation est homogene, il suffit
donc de montrer que F'(w) > (a, w), pour tout w € ON2.

Par définition de la fonction support hq de I’ensemble convexe 2 (voir [Web94]), nous avons que (o, w) <
hq(a) (nous rappelons que hq(a) = sup {{(a, v)|v € Q}). Ce supremum est atteint pas v car v est un vecteur

supporteur. De plus, par construction, (c,v) = 1, donc (o, w) < 1 ce qui prouve le lemme. O

Lemme 2.42. [May41, Lemme 1, page 189] Soient x,y € R? Soient [z, y] un segment euclidien dans R? et
2 €|x,y| un point intérieur au segment. Soient v et w deux champs de vecteurs paralléles entre eux sur R?
tels que

vly =z = wlz — zl,

alors

Yy—z 1
Flw) = Fo) 2 bl =2 (= Clo - 21)

o C et K viennent des inégalités 2.10 et 2.11.

Démonstration. En appliquant les hypotheses du lemme nous obtenons

Flr.w) = F(p0) = Flyo =) = Flo.0)

- ()
g (1)

|z — 2|
ly — 2|
—F
1 _
27|U|!y 2l
|z — 2|
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Nous avons donc

Fly,w) = F(z,v) = (F(y,w) = F(y,v)) + (F(y,v) = F(z,0))

> bl =2 () = Fe)
> Il = Clolly - =

KU|ZL‘—Z|
ly—= (1

= |\ =—-Clz - .
=2 (g~ Ol =

Le lemme est démontré. O]

Nous pouvons maintenant démontrer la propriété de contraction des pseudo-cercles. Rappelons 1’énoncé :

Théoreme. 2.32 Soientr > 0 et R > 0 tels que r + R < % ot C et K sont les constantes de Lipschitz
de la métrique finslérienne F' (voir les équations (2.10) et (2.11)). Soit o un pseudo-cercle dans B(po,r) de
centre g € OB(po, R) et p,q deux points sur o. Alors pour toute courbe v : [a,b] — X" depa g, ona
U(vy) > L(o}), ot o} est I’arc de pseudo-cercle de p a q.

Démonstration. Le long de cette preuve, étant donné x € X1, nous noterons 7 la projection de z sur o, dans

la direction de xy.

Commencons par montrer ce résultat localement. C’est a dire, pour une subdivision suffisamment fine de

[a, b], donnée par ty < t1 < ... < t,,, montrons que

C([y(t), v (tiv1)]) — £(oi) = 0

’Y(terl)
v(t:)

Soit z(t) une paramétrisation du segment [y(¢;), y(t;+1)], alors

ol nous avons noté o; = o , I’arc de pseudo-cercle correspondant a la projection de ~y([t;, t;+1]) sur o.

Uy (), y(tig)]) — £(0)

/ " (1)) — F(@(t), 5(1))) dt 2.12)

t;

[ a0 - Fasia s [ (FE0mi0) - FE.50)

t;

(1) — 2ol

ou Kk = .
|z(t) — ol

Par construction, le vecteur £ (x(x(t + ) — x(t)) — (Z(t + ) — T(t))) est soit nul, soit a la direction de
[20,Z(t + 6)], alors, en laissant § — 0, nous obtenons que + (kd(t) — Z(t)) est parallele a [zo, Z(t)].

Soit v un vecteur supporteur de €2,,,, par définition des pseudo-cercles, nous avons que [z, Z(t)] est orthogo-
nal 2 o, donc k& (t) — Z(t) est orthogonal & « et donc, par le lemme 2.41, nous obtenons

F(Z(t), ka(t)) — F(@(t),z(t) > {(a, ki(t) — 2(t)) = 0.
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donc le premier terme de (2.12) est positif.

Par le lemme 2.42, nous avons

car |Z(t) — xo| < 75 par hypothese.

Le second terme de (2.12) est donc aussi positif et nous obtenons

O([y(t:), v (tis1)]) — £(oi) > 0.

Maintenant, pour démontrer le théoréme, nous appliquons le lemme 2.8 a cette inégalité :

n—1 n—1
PILGIARICIEN)ED PCHERICTLY
=0 i=0

pour tout € > 0.

En prenant le supremum sur toutes les partitions, nous obtenons alors

U(7y) = L(opg)-
O

Il s’agit maintenant de montrer que si une géodésique métrique est différentiable a gauche, alors elle est
différentiable a droite et les deux dérivées coincident. Pour cela, il faut démontrer le lemme suivant, qui est

une conséquence du théoréeme 2.21.

Lemme 2.43. [May41, Théoreme 4, page 188] Soient xy € R? et F : TR? — R une métrique finslérienne

Lipschitz et strictement convexe et (Zpn)neN, (Yn)neN, (2n)neN trois suite convergentes vers x et telles que

dF((I?n, yn) + dF(yn; Zn)
dF<mn7 zn)

I, = — 1 quand n — 0.

Nous avons alors que
[Yn = Tn| + |20 — Yn

E, =
|20 — @y

— 1 quand n — oo

ol |.| est la métrique euclidienne.

Démonstration. Prouvons d’abord le résultat suivant :

Sil, - o0 quand n — oo alors

F($07yn - xn) + F(«T07 Zn — yn)
F(IL’(), Zn — xn)

— 1 quand n — oo. (2.13)
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Afin d’alléger les calculs, nous allons utiliser les notations suivantes : a,, := dp(Zpn, Yn), bn = dp(Yn, 2n),
cn = dp(Tp, zn) et
F(xo,yn — xn)
dp(xn, Yn)
F(an Zn — yn)
dF (yn, Zn)
F(xo,2n — xy)
dp(xn, zn)
Loy ([T, Yn])
dp(n, Yn)

L] an,xly =

’

* Qpyy =

>

L]
An,xz =

Noter que lim ay, 5y = = 1 parlelemme 2.18. Par ce lemme, nous obtenons aussi lim o, . =
n—oo n—oo

lim oy, = 1.
n—oo
Nous avons alors
F(l’o, Yn — xn) + F({I:O) Zn — yn) _ QpOngy + bnan,yz

F(xg, zn — o) CnOln 2

Soit € > 0, en prenant N > 0 suffisamment grand pour avoir o, zy — Qi yz, Qnyz — Qpzz < €, Qp gz < 1+¢€

et ancLbn < 1+ € pour tout n > N, nous obtenons

ann +bpcs,  an +bp  an(on — ap) 4+ ba(og, — ay)

crolt Cn, cnolt
an€ + bpe
~a(l+e)
- 1 a,+ b,
I Cn
<e,

ce qui prouve (2.13).

Nous pouvons maintenant appliquer une homothétie  : R? — R? satisfaisant ¢(z,) = g et |¢(z,) —

p(zn)| = l@(zn) — 20| =1
alors, puisque ¢ est une homothétie, nous obtenons

dr (20, 9(Yn)) + dr(©(Yn), (2n))
dr (20, ¢(2n))

I, =

et

g 19Wn) = zo| +[p(zn) — (yn)|
n = .
¢ (2n) — 0|
Par contradiction, supposons que E,, ne converge pas vers 1, alors il existe y, z € R? et une sous-suite (13 ) en
telle que p(yn, ) — y et p(z,,) — z et telle que £, — 1 + n pour n > 0, alors y ne peut pas étre dans le

segment euclidien [z, z|. Or en appliquant (2.13), nous avons

i F @0, @(yn) = w0) + F(z0, ¢(2n) = #(yn))

ki F (20, ¢(2n) — 9(n)) =1

et comme F'(zp,—) est une norme de Minkowski faible strictement convexe, c¢’est une distance projective,

nous avons une contradiction. O
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Nous pouvons maintenant montrer la proposition 2.34, en supposant que toutes les courbes considérées sont

paramétrées naturellement.

Proposition. 2.34 Soient R? une carte de la variété finslérienne (M, F) dont la métrique est Lipschitz et
strictement convexe, y = I = [0,£] — R? une géodésique métrique de x a y paramétrée naturellement et

to € 1. Si v a une dérivée a gauche en tq, alors elle a une dérivée a droite en ty et les dérivées coincident.

Démonstration. Soient (t,) C I une suite de points telle que ¢, > to pour tout n et lim, oo t, = to

(approche tg par la droite). Etant donné ¢,, suffisamment proche de tg il existe 7, € I tel que 7, < tg et
[v(7) = v(to)| = [7(tn) — (to)]-

Comme + est une géodésique métrique, nous savons que

dp(y(7a),v(to)) + dr(y(to),v(tn))

dr (7 () (1)) =1

et en vertu du lemme 2.43 nous obtenons

v (10) — v(to)| + [v(to) — v(tn)]

— lasn — oco.
|’7(Tn) - ’Y(tn)‘

Nous constatons alors que la droite euclidienne passant par y(7,,) et y(to) converge vers la dérivée a gauche
de 7y en ty. Comme le triangle (7, )y(to)y(tn) est isocele, en appliquant la formule du cosinus, nous obtenons

que I’angle en 7(to) entre y(7,,) et y(t,) tend vers 7, ce qui prouve la proposition. O
Rappelons la définition d’ensemble des directions limite d’une courbe.

Définition. 2.35 Soit v : I — R? une courbe. Nous définissons ’ensemble des directions limites de y par

o (te) '
Dloly) = {wk)r [ = 0}

qui est ’ensemble des points d’accumulation de directions limites (appelé aussi ensemble dérivé des directions

limites) de 7.

Lemme. 2.38 Soient v : I — R? et € DLy(Y), alors, pour tout £ > 0 pour tout § > 0, nous avons
Card(y([0,6]) N S?) = o0, 0t S¥ = {(r,¢) € R? | |¢p — 6| < £}, en coordonnées polaires.

Démonstration. Montrons que si il existe ¢ > 0 et § > 0 tels que Card(v([0,d]) N S? < oo, alors 6 n’est pas
la limite d’une sous-suite de (%)%N.

Soit tg = min {t € [0, 4] | v(t) € S}, alors pour tout ¢ < ¢, nous avons (t) & SY.
Si il existait une sous-suite (¢, ) telle que

alors il existerait K (¢) € N tel que y(t1,) € S? pour tout k; > K (&), ce qui serait une contradiction. O
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Chapitre 3

Considérations générales sur les espaces

métriques pseudo-Finslériens

En 1915, Albert Einstein publie "Die Grundlage der allgemeinen Relativitétstheorie" [Ein16], article fonda-
teur de la relativité générale, théorie vérifiée lors de 1’éclipse totale de soleil du 29 mai 1919, faisant alors
passer A. Einstein du statut de physicien trés reconnu a celui de personnalité publique internationale. La base
mathématique de cette théorie est la géométrie pseudo-riemannienne, c’est a dire 1’étude des variétés munies
d’un tenseur métrique non-défini positif, typiquement, en relativité, de signature (n, 1). Un premier exemple
de ce type de géométrie est celle de I’espace de Lorentz, introduit par Henri Poincaré pour la premiere fois en
1905 dans le texte connu en France sous le nom de "Mémoire de Palerme" [Poi05]. L’espace-temps de Lorentz
est une géométrie pseudo-riemannienne plate dont le tenseur métrique est constant , ¢’est le cadre de travail
dans lequel se décrit la relativité restreinte. L’ espace de Lorentz est noté R™! et n’est rien d’autre que R"*+!

muni de la forme bilinéaire (x,y) = zoyo — Y _;—; Z;¥i- Une telle métrique sépare R™! en trois régions :

* Les vecteurs de type temps : { € R™! | (z,z) > 0}.
* Les vecteurs de type lumiere : {z € R™! | (z,z) = 0}.
* Les vecteurs de type espace : {z € R™! | (z,z) < 0}.

Nous remarquons alors que 1’ensemble des vecteurs de type lumiere forme un cone convexe de sommet 0 €
R™! appelé cone de lumiére. De plus, I’ensemble des vecteurs tels que (z,x) = —1 forme un hyperboloide
asymptotique au cone de lumiere. En relativité, la coordonnée x( représente le temps, et donc, un point de
R™! représente un événement de 1’espace-temps. La vitesse de la lumiére étant finie (selon le second postulat
d’Einstein), deux événements de 1’espace-temps ne sont pas forcément liés causalement, c’est a dire qu’il
existe des paires d’évenements dans I’espace-temps de Lorentz tels qu’aucune information n’est transmissible
de I’un 2 I’autre. Mathématiquement, deux événements x,y € R™! ne sont pas liés causalement si le vecteur
y —x € R™! est de type espace, c’est a dire (y — z,y — x) < 0. Dans le cas contraire, nous dirons que x et y
sont causalement liés et nous noterons = < y lorsque zo < yg et (y — z,y — x) > 0.

Ces notions sont une fagon de voir la relativité restreinte. En relativité générale, le cadre de travail est une
variété différentielle dont I’espace tangent en un point est un espace temps muni d’une métrique de signature
(n,1).

Ces notions se généralisent en géométrie pseudo-finslérienne. De la méme maniere que la géométrie rieman-

nienne se généralise en géométrie finslérienne.
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Plus formellement, un espace-temps métrique est un espace topologique de Hausdorff X muni d’une relation
d’ordre partiel < appelée relation de causalité et d’une fonction continue p définie sur I’ensemble {(z,y) €
X x X | x < y} et que nous appellerons la pseudo-distance. La fonction p ne se comportera pas comme une
distance telle que dans la définition 1.1; I’'inégalité du triangle pour une pseudo-distance s’énonce avec une
inégalité inverse. Ces constructions inhabituelles trouvent leur justification dans la relativité générale. Deux
évenements de 1’espace temps sont liés causalement s’il est possible de passer d’un événement a I’autre via
un signal ne dépassant pas la vitesse de la lumiere. De plus, la pseudo-distance entre deux évenements de

I’espace temps est le temps propre de la relativité restreinte.

Z2

A

(x,z) =0

A

FIGURE 3.1 — Dans cet espace-temps de Lorentz, a est de pseudo-norme de Minkowski égale a 1, les vecteurs
a et b ne sont pas liés causalement alors que ¢ < bet ¢ < a.

Dans cette section, nous allons définir les objets de base de la géométrie pseudo-métrique et pseudo-finslérienne
pour énoncer et prouver par la suite des résultats de type Busemann-Mayer ([May41]) dans le cadre de ces

géométries de type espace-temps. Cette section est inspirée de [?] et de [Bus67].

3.1 Espaces-temps métriques

Définition 3.1 (Espace-temps métrique). Soit X un espace topologique de Hausdorff. Un triple (X, =<, p) est

appelé un espace-temps métrique si

1. Larelation < est un ordre partiel sur X (appelé relation de causalité) tel que {(x,y) € X x X | z <y}
est fermé dans X x X et pour chaque point p € X et chaque voisinage U > p il existe z,y € U \ {p}
telsquex < petp X y.

2. La fonction p : {(z,y) € X x X | x <y} — [0, 0] est continue, nous 1’appelons la pseudo-distance
sur X et qui satisfait les conditions suivantes

(i) p(xz,z) =0etp(x,y) > 0 pour tout = =< y.

(i) Pourtout z,y, z € X tels que x < y =< z, la fonctionnelle p satisfait I’inégalité suivante :

p(z,2) > p(x,y) + p(y, 2).
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que nous appellerons inégalité causale.
Remarquons si les deux pseudo-distances p(z, y) et p(y, x) sont définies, alors z = y.
Exemples. 1. Soit T' = (V, E) un arbre simplicial dont I’ensemble des sommets est V' et I’ensemble des
arétes est E. Fixons un point base * € V (la racine de I’arbre). Nous munissons V' de la topologie
discreéte et définissons la relation < sur V' en posant que x =< y si et seulement si I’'unique chemin

simplicial de * & y passe par z, puis p(z, y) est le nombre d’arétes de ce chemin. Noter que dans ce cas

I’inégalité causale est toujours une égalité.

2. Dans I’espace de Lorentz R™!, la causalité est définie par 2 < y si et seulement si (y — z,y — ) > 0

et la pseudo-distance est définie par p(z,y) = /(y — =,y — ).

En voyant ces définitions, il est tentant de vouloir développer une théorie tout a fait semblable au chapitre 1.

Toutefois, dans le cadre de la géométrie des espaces temps, la relation de causalité est a prendre en compte.

3.1.1 Pseudo-normes de Minkowski
Une notion fondamentale dans ce chapitre et le suivant est la suivante :

Définition 3.2. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. On appelle cone de causalité (ou cone
causal) un sous-ensemble C C X qui est un cone convexe fermé propre de sommet 0 € X (propre signifie
qu’il existe un hyperplan supporteur de C passant par 0 tel que I’intersection entre ce plan et C ne contient que
0).

La donnée d’un cone de causalité sur un espace vectoriel réel de dimension finie C C X nous permet de
définir la relation de causalité x < y < y —x € C. Réciproquement, une relation de causalité induit un cone
de causalité a condition que cette relation soit projective et invariante par translation.

Définition 3.3. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et < une relation de causalité sur X.

(i) La relation < est dite invariante par translation si pour tout ¢ € X et pour tout x,y € X nous avons

quesiz R y,alorsz+a <Xy +a.
(i) Larelation = est dite projective si pour tout A > 0 et pour tout z,y € X, si x X y, alors Az = \y.
Proposition 3.4. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie. La donnée d’un cone de causalité non-

vide sur X est équivalente a la donnée d’une relation de causalité au sens de la définition 3.1 invariante par

translation et projective sur X.

Démonstration. Soit C C X un cone de causalité et définissons la relation < sur X par
x =y sietseulementsi y—z €C. 3.D

Montrons qu’il s’agit d’une relation de causalité sur X,
1. Larelation < est un ordre partiel, en effet soient z,y,z € C,alorsz < zxcarx —x =0€ C.Six <Xy
ety 2 z,alorsy —x =x —ycequiestéquivalentay —xz =0etalorsx =y.Siz X yety =X z, alors
y—x €Cetz—1y €C,orC estuncdne convexe,doncy —x + 2z —y = z — x € C, ce qui implique

que r X z.
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2. Larelation < est trivialement invariante par translation.

3. Hestclairque {(z,y) € X x X |z <y} ={(z,y) € X x X | (y — x) € C} est fermé car C est fermé
dans X.

4. Soitp € C\ {0} et U, un voisinage de p, alors comme C est un cdne, il existe =,y € U, \ {p} tels que
x = p = y. En considérant maintenant un point arbitraire ¢ € X, il existe a € X tel que ¢ = p+a, alors

I’ouvertU, := U,+a contient g et comme = est invariante par translation, nous avons x+a = ¢ = y+a.

Soit maintenant (X, <) un espace vectoriel muni d’une relation de causalité invariante par translation et pro-
jective. Montrons que
C={zeX|0=uz}

est un cOne de causalité sur X,

1. Siz,y € C,alors 0 < x et = y, mais comme < est invariante par translation, nous avons 0+y < z+vy,

et alors 0 < y =< = + y et par transitivité de la relation de causalité, nous obtenons x + y € C.
2. Siz € C, alors 0 = z, alors pour tout A > 0, nous avons A0 < Az ce qui est équivalent a 0 = A0 < Az.

3. Par hypothese, {(z,y) € X x X | x < y} est fermé. Or le cone C est homéomorphe a
{(0,2) e {0} x X [0 22} = {(z,9) € X x X [z 2y} N ({0} x X)),

qui est une intersection de deux ensembles fermés, donc un fermé.

4. Tl est clair que 0 € C et que c’est le sommet du cone.

A partir de maintenant, nous supposersons toujours que le cone de causalité est d’intérieur non-vide.

L appellation de relation causale projective dans la définition précédente est justifiée par le corollaire suivant :

Corollaire 3.5. Soit = une relation de causalité invariante par translation et projective sur l’espace vectoriel

X, et x,y, z trois points de X tels que z € [x,y]. Si * Xy ,alors v <z < y.

Démonstration. Soit C le cone de causalité induit par la relation <. Si z < y, alors (y — ) € C. Mais si
de plus nous avons z € [x,y], alors il existe t € [0,1] tel que z = ty + (1 — ¢t)x et nous obtenons donc

z—x=tly—x)eCety—z=(1—-1t)(y—x) €C,cequiimplique que x < zetz < y. O

Nous donnons maintenant une caractérisation des courbes causales dans un espace vectoriel réel de dimension

finie.

Proposition 3.6. Soit (X,C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un cone causal et notons
= la relation de causalité associée . Soit o : [a,b] — X une courbe continiiment différentiable, alors les

conditions suivantes sont équivalentes
(i) 6(t) € C pourtoutt € [a,b).

(ii) o(r) < o(s), c’est-a-dire o(s) — o(r) € C pour tous r,t € [a,b] tels que r < .
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Démonstration. (i) < (ii). Notons X* le dual de X et S¢ = {o € X* | a(z) < 0, pour tout x € C}, alors
x € C si et seulement si a(x) < 0 pour tout @ € Sg, car C est un cone convexe.

Donnons-nous un élément quelconque Se, alors par hypothése on a a(6(¢)) < 0 pour tout ¢ € [a, b]. Définis-
sons la fonction g : t — «a(o(t)), alors g(t) = a(5(t)), et donc, en appliquant le théoreme des accroissements

finis a g, nous obtenons que pour tout r, s € [a, b] tels que r < s, il existe ¢y € [s, 7] tel que

Par conséquent on a a(o(s) — o(r)) < 0, ce qui conclu la preuve car « est un élément quelconque de € Sc.

(ii) <= (i). On suppose que pour tous r < s € [a, b] nous avons o(s)—o(r) € C. Alors o(s) —o(r) € (s—r)C,

(s)=a(r)

ce qui est équivalent 2 < ~——— € C, etcomme r et s sont arbitraires, nous obtenons

&(t) = lim a(t+e)—o(t)

e—0 £

eC.

O]

Corollaire 3.7. Soit (X,C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un cone causal et notons =< la
relation de causalité. Soient x,y € X, alors © = y si et seulement s’il existe une courbe o : [a,b] — X de x

ay telle que o € C.

Démonstration. Si x = y, il suffit de prendre la courbe o : t — ty + (1 — t)x pour 0 < ¢t < 1 et alors pour
tout ¢, nous avons 6(t) =y —x € C.
Inversement, s’il existe une courbe o : [a,b] — X de x a y telle que &(t) € C pour tout ¢ € [a, b] alors par la

proposition 3.6, nous avons que y — x = o (b) — o(a) € C, ce qui veut dire que = < y. O

Quand a la causalité dans un espace vectoriel de dimension finie réel, nous pouvons citer le résultat suivant,

di a A. D. Alexandrov et revus dans [Pap18a, pages 133-141].

Théoréme 3.8. [Ale67] Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un céne causal et notons
= la relation de causalité. Si C n’est pas le produit cartésien d’un rayon et d’un cone de dimension (n — 1),

alors toute bijection ¢ : X — X préservant la relation de causalité est linéaire.
Nous donnons maintenant la définition de pseudo-norme de Minkowski.

Définition 3.9. (Pseudo-norme de Minkowski) Soit (X, C) un espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un cone de causalité. Une pseudo-norme de Minkowski est une fonctionnelle f : C C X — [0, oo[ satisfai-

sant
1. Positivité : f(x) > Opourtoutz € C, f(z) > 0siz € Cet f(0) =0.
2. Homogénéité positive : f(Ax) = Af(x) pour tout z € C et tout A > 0.
3. Concavité : f(tz + (1 —t)y) > tf(x) + (1 —t)f(y) pour tout z,y € Cettout 0 < ¢t < 1.
Un triple (X, C, f) ou X est espace vectoriel réel de dimension finie, C est un céne de causalité et f est une

pseudo-norme de Minkowski est appelé un espace de Lorentz-Minkowski .

Remarquons de plus que f est continue sur C car — f est convexe.
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Définition 3.10. Soit C un cOne causal dans un espace vectoriel X, alors un ensemble B C C est dit concave

relativement a C si D = C \ B est un ensemble convexe.

Définition 3.11. Soit (X,C, f) un espace de Lorentz-Minkowski , on appelle boule unité I’ensemble By =
{x eC| f(x) <1} C Cetlindicatricede festZy = {x € C| f(x) = 1}.

Remarque 3.12. * La boule unité d’une pseudo-norme de Minkowski f est concave.
* Nous avons défini un cone de causalité C comme étant un ensemble fermé et une pseudo-norme de
Minkowski f : C — [0, co[ comme étant positive ou nulle.

Ceci donne plusieurs possibilités pour la boule unité et la pseudo-norme de Minkowski :
1. La boule unité By peut étre asymptotique au cone de causalité, ce qui correspond a la situation ol f

est nulle sur les vecteurs appartenant au bord de C,

2. La boule By intersecte le bord de C et alors pour tout z € By N (OC \ {0}) nous avons f(z) > 0 et
7(0) =0,

Les dénominations "espace-temps" ou "causalité" proviennent du fait que le cone de causalité est, dans le
cas de I’espace temps de la relativité générale, le cone des directions tangentes a une ligne d’univers. Nous

donnons maintenant la définition de pseudo-métrique projective sur un espace vectoriel.

Définition 3.13. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie muni de la structure de pseudo-espace
métrique (X, =, p), alors nous disons que p est projective si pour tout z,y,z € X telsque z < y < z et

y=tz+ (1 —t)xavect € [0, 1], nous avons

p(z,y) + ply, 2) = p(z, 2).

Nous avons un résultat semblable au théoréeme 1.10, mais pour un espace de Lorentz-Minkowski :

Proposition 3.14. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et supposons que (X, =, p) est un
espace-temps métrique dont la relation de causalité et la pseudo-distance sont projective et invariante par
translations. Nous pouvons alors définir une structure d’espace de Lorentz-Minkowski (X, C, f) ot le cone de
causalité est défini par

C={zeX |02z}

et la pseudo-norme de Minkowski f : C — [0, 00| est donnée par
plz,y) = fly —x)

Réciproquement, si (X,C, f) est un espace de Lorentz-Minkowski, alors il existe une relation de causalité <
donnée par

(x 2y) sietseulementsi (y—x€C),

et une pseudo-distance p : {(x,y) € X x X |z 2y} — Ry projective et invariante par translation donnée
par

p(z,y) = fly — )

tels que (X, =, p) est un espace-temps métrique.
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Démonstration. Les équivalences entre cone de causalité et relation de causalité ont été démontrées dans la

proposition 3.4.

Soit (X, <, p) un espace temps métrique dont la relation de causalité et la pseudo-distance sont invariantes

par translation, alors pour tout a € X, nous avons que x = y est équivalent & z + a < y + a, en particuliers,

0 <y —zetdonc p(z,y) = p(0,y — z). Soit z € X tel que 0 < z, alors vérifions que f(x) := p(0,x)

satisfait aux axiomes de pseudo-norme de Minkowski.

1. f(z)=p(0,2) > 0et f(0) = p(0,0) = 0.

2. Pour montrer I’homogénéité positive, commengons par montrer que pour z € X et A, u > 0 nous avons

FOx) + f(pz) = F((A+ p)z). (3:2)
Ceci vient du fait que Az € [0, (A + p)z] et que p est projective, et donc en calculant
f(Az) + f(px) = p(0, Az) + p(0, pz)

p
p(0,A2) + p(\a, (A + p))
— (0, (A + w)7) = F(A + p)a)

nous avons montré 1’équation (3.2). Le lemme 3.2 page 14 de [Pap09] permet alors de montrer (en
utilisant la densité des nombre rationnels dans les réels) que pour tout z € X et pour tout A > 0 nous
avons f(Az) = Af(z) (ce qui implique également que f(0) = 0).

. Soient maintenant x =< ¥, alors par la proposition 3.4, nous avons x,y € C, et donc, comme C est un

cOne convexe, nous avons directement que x + y € C, de plus

f(x+y) =p0,2+y) > p(0,2) + p(z,z +y) = p(0,2) + p(0,y) = f(x) + f(y),

ce qui prouve la concavité de f.

Soient z,y € X tels que y — x € C (noter que y — = € C est une relation de causalité, par la proposition 3.4)

et f une pseudo-norme de Minkowski sur X. Montrons que la fonctionnelle définie par p(x,y) := f(y — z)

est une pseudo-distance p : {(z,y) € X x X |z <y} — Ry sur X.

L. p(z,z) = f(x —x) = f(0) =0etsiy —x € C,alorsx < yetp(zr,y) = f(y—x) > 0.

2. Soient z < y =< z trois points de X tels que y € [z, 2], alors

plx,y) +py,2) = fly—2)+ flz—y) < fly—x+2—-y) = f(z —x) = p(x, 2).

3.2 Variétés pseudo-finslériennes

Nous allons maintenant définir ce qu’est une structure pseudo-finslérienne sur une variété différentiable. Cette

définition est I’analogue de la définition de métrique finslérienne, excepté que nous somme dans un cadre

espace-temps. Cette définition est inspirée de [PY19] et de [Bus67]. Ce point de vue est plus synthétique et
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plus proche des approches de la géométrie métrique. De plus il y a différents points de vue sur la géométrie

pseudo-finslérienne, dont le tres synthétique "point de vue de géométrie convexe".

Etant donné une variété différentiable nous allons définir ce qu’est un champ de cones sur cette variété, dont
la vocation sera d’induire une relation de causalité, nous pourrons alors définir ce qu’est une métrique pseudo-

finslérienne.

Définition 3.15 (Champ de cOnes). Soit M une variété différentiable. Un champ de cones sur M est la donnée

d’un sous-ensemble fermé C C T'M contenant la section nulle et tel que

1. L’intérieur de C C T'M est dense dans C.

2. Pout tout z € M, I’ensemble C,, = C N1, M est un cone convexe de causalité dans de T, M pour tout

x € M i.e. un cone convexe fermé, propre et de sommet 0.

Définition 3.16. (Métrique pseudo-finslérienne) Une métrique pseudo-finslérienne sur une variété différen-
tiable M munie d’un champ de cones C C T'M est la donnée d’une fonction semi-continue supérieurement
f:CCTM — Rtelle que f(x,—) est une pseudo-norme de Minkowski sur 7, M pour tout z € M.

Le triple (M, C, f) ot C est un champ de cones et f est une métrique pseudo-finslérienne sur M est appelé

une variété pseudo-finslérienne.

Définition 3.17. (Courbe causale) Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne. Une courbe causale est une
courbe courbe o : [a,b] — M qui est C! par morceaux et telle que pour tout ¢ € [a, b]

t —o(t t —o(t
—U( +€) G( ) S Cg(t) C To(t)M et lim —U( +€) U( )

e—0— €

lim € Copy C TyinyM.
0t o(t) o(t)
C’est a dire que pour tout ¢, la dérivée a gauche et la dérivée a droite de o en ¢ appartiennent au cone.

Nous noterons z < y si deux points sont liés par une courbe causale.

Définition 3.18. Soit (M,C, f) une variété pseudo-finslérienne faible dont la métrique est continue. Une
courbe différentiable o : [a, b] — M est dite strictement causale si pour tout ¢t € [a, b], le vecteur 5 (t) € (%U(t).
Nous noterons = < y si deux points sont liés par une courbe strictement causale.
Remarque 3.19. Dans la littérature, les notions de causalité sont souvent définies de la maniere suivante :
Soient z,y € M

1. x < ysignifieque x # yetx < y.

2. x < y signifieque z # yetque z < y.

3. x < y signifie que x =< y.

Nous pouvons alors, a partir d’une métrique pseudo-finslérienne sur M, définir une structure de longueurs sur

I’ensemble des points de M liés causalement et ensuite une pseudo-distance sur M.

Définition 3.20. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne et o : [a, b] — M une courbe causale, alors

la longueur pseudo-finslérienne de o est définie par

b
t(0) = / F(o (), 5(t))dt,
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et la pseudo-distance sur M est donnée par

pf(fl:7 y) = supff(a),

pour x =< y, et ou le supremum est pris sur I’ensemble des courbes causales o : [a,b] — M telles que

o(a) =zeto(b) =y.

Proposition 3.21. Soit (M,C, f) une variété pseudo-finslérienne, alors il existe une métrique Lorentzienne
lisse g sur M telle que C C {(z,v) € TM | g.(v,v) < 0} et pour tout (z,v) € C, nous avons f(x,v) <

V19gz(v, ).

Démonstration. (comparer avec le le lemme 4.3 de [PY19]).
Donnons-nous un champ de vecteurs lisse & sur M tel que pour tout x € M, nous avons &, € Cy et f(z,&;) =
1. Considérons une métrique riemannienne auxiliaire i sur M telle que h(€, §) = 1 et définissons une métrique

Lorentzienne g par
gw(va w) = hm(gxy U)hm(‘fa w) - A(x)hm(% w),

pour v, w € T, M,ou A : M — R, est une fonction lisse positive choisie telle que pour tout v € C, on a
92(v,0) = hy(€,0)* = A@)ha(v,0) 2 f(z,0)* > 0.

Il est clair que g est une métrique lorentzienne sur M qui possede les propriétés voulues O

Remarque 3.22. La preuve de proposition montre également comment définir une relation d’ordre naturelle

entre les structures pseudo-finslériennes, respectant I’inclusion des cones de causalité.

Corollaire 3.23. Tout point x d’une variété pseudo-finslérienne (M,C, f) admet un voisinage U tel que si

y € Uetx < yalors ps(x,y) < oc.

Démonstration. Par la proposition 3.21, il existe une métrique pseudo-riemannienne g : TM x TM —
C>®(M) telle que C C {(x,v) € TM | gz(v,v) < 0} et pour tout x,v € T'M, nous avons f(z,v) < g(v,v).
Ceci implique donc que pour toute courbe causale (dont la dérivée reste dans C) o : [a,b] — M de x a y, alors

pour tout ¢ € [a, b], nous avons g, (;)(6(t),5(t) < Oet

b b
t(0) = / flo(t), 6(t)dt < / 0o (&(8), 6(8))dt < 00
ce qui implique que pf(x,y) < oo. O

Remarque 3.24. Bien que nous ayons montré qu’une distance pseudo-finslérienne est finie localement sur une
variété, ca n’est a priori pas le cas globalement. La finitude globale de la pseudo-distance n’a pas d’influence

sur les résultats de la suite de cette these et nous ne nous inquiétons donc pas de cette question.

Il s’agit maintenant de définir ce qu’est une géodésique dans un espace-temps. Comme dans le cas finslérien
classique, nous n’avons pas suffisamment de différentiablilité pour pouvoir donner une équation différentielle
dont les solutions sont les géodésiques, ni pour optimiser un lagrangien. C’est pourquoi nous allons a nouveau

donner deux définitions de ce que sont les géodésiques dans un espace-temps.
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Définition 3.25. (Géodésique pseudo-métrique) Soit (X, <, p) un espace-temps métrique. Une courbe causale
o : [a,b] — X est appelée géodésique pseudo-métrique si pour tout to € [a,b] il existe € > 0 tel que si
r,s,t € [tg — €, to + €] Vérifient r < s < t, alors

plo(r),o(s)) + pla(s),ot)) = pla(r),a(t)).

Définition 3.26. (Courbe maximisante) Soient (M, C, f) un une variété pseudo-finslérien et o : [a,b] — M

une courbe causale. On dit que o est une courbe maximisante si pour tout s, t € [a, b]

pe(o(s);0(t)) = Lr(alsg)-

Nous allons maintenant énoncer différents points de vue sur la géométrie pseudo-finslérienne, inspirés des
points de vue sur la géométrie finslérienne, toutefois cette facon de voir n’utilise pas les mémes techniques

car il faut prendre en compte les relations de causalité.

3.2.1 Point de vue de géométrie convexe sur la géométrie pseudo-finslérienne

Nous remarquons dans cette section, que la donnée d’un convexe ne contenant pas I’origine dans 1’espace
tangent détermine un cone, donc une relation de causalité, ainsi qu’une boule unité dans ce cone et permet

donc de construire une métrique pseudo-finslérienne.

Définition 3.27 (Convexe De Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons

convexe De Valinor! un ensemble D C X vérifiant les propriétés suivantes :
1. D est ouvert, convexe, non-vide.
2.0¢D.
3. (Anti-étoilé) Si z € D, alors pour tout A > 1, nous avons A\x € D.

4. D est propre (c’est a dire, ne contient aucune droite).
Nous pouvons alors définir la relation de causalité provenant de la donnée d’un convexe De Valinor.

Définition 3.28. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un convexe De Valinor dans X. Nous

pouvons alors définir un cdne sur D de la maniere suivante :

Cp :={z € X |ilexiste A > O tel que \v € D},
ol D désigne I’adhérence de D. Nous définissons également 1’ensemble

B=c\D,

appelé boule unité.

1. "Valinor était béni, car les immortels y habitaient, et rien ne se flétrissait ni ne se desséchait, et les fleurs et les feuilles n’avaient
aucune tache dans ce pays, et rien de ce qui vivait ne se gdtait ni ne tombait malade ; car méme les pierres et les eaux étaient saintes."”
Valinor est une région fictive qui appartient au légendaire de I’écrivain britannique J. R. R. Tolkien, décrite dans Le Silmarillion.
L’idée de cette terminologie a été suggérée par Constantin Vernicos.
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Nous remarquons que B = C \ D et que cet ensemble est étoilé.

Nous allons maintenant voir que la donnée d’un convexe De Valinor dans un espace vectoriel de dimension

finie est équivalente a la donnée d’une pseudo-norme de Minkowski.

Définition 3.29 (Jauge de Lorentz-Minkowski). Soient X un espace vectoriel de dimension finie, D C X un
convexe De Valinor. La jauge de Lorentz-Minkowski de D est la fonction fp : Cp — R, donnée par

fo(v) =sup{t>0|vetD}.

FIGURE 3.2 — Un exemple de convexe De Valinor D et le cone de causalité associé.

Remarque 3.30. Voici quelques conséquences immédiates des définitions.

* La jauge de Lorentz-Minkowski fp est strictement positive sur Cp \ {0} si et seulement si la boule unité
B est bornée.
D={velp|fp
D= {U S ED | fo
B={velp|fp
B = {v €Cpl fp

—~

v) > 1}
v) > 1}.
x) < 1}
z) < 1}.

Proposition 3.31. Soit D un convexe De Valinor dans un espace vectoriel de dimension finie X, alors Cp est

—~

—~

—

un cone causal et la jauge fp est une pseudo-norme de Minkowski.

Démonstration. Le fait que Cp est un champ de cones convexes fermés propres de sommet 0 dans chaque
espace tangent est trivial par la définition 3.28. Pour x, y, en posant x =< y si et seulement si y — x € Cp la
proposition 3.4 montre que < est une relation de causalité.

11 s’agit maintenant de voir que fp est une pseudo-norme de Minkowski.

1. Soit z € Cp, alors
fo(z) =sup{t>0|ze€tD} >0

de plus, si € Cp, nous avons
fo(x)=sup{t >0|z€tD} >0
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et

fp(0) =sup{t>0|0¢€tD} =0.
2. De plus, étant donné A > 0, pour x € Cp, Az € Cp et

fo(Az) =sup{t > 0| Az € tD}
=sup{As >0z € sD}
=Asup {s > 0|z € sD} = \fp(z),

ol nous avons posé t = As.

z . N T
3. Commengons par remarquer que fp(z) > s est équivalenta £ € D.

Soient z,y € Cp tels que

Tep e Yenp.
S t

La convexité de D implique que i—ii’ € D, or si nous prenons fp(z) > set fp(y) > t, nous obtenons

fo(x +y) > s+ t et en passant au supremum, nous obtenons
fo(@) + fo(y) < fo(z +y).
Nous avons donc prouvé que dans un espace vectoriel de dimension finie, la donnée d’un convexe De Valinor
D C X induit une structure d’espace de Lorentz-Minkowski sur X. O

Remarque 3.32. Le point 4 de la définition 3.27 implique que D n’est pas borné. Toutefois, il serait possible
de se donner un ensemble D C X borné, puis de I’étendre en un ensemble D C X qui serait anti-étoilé sans

changer le cone causal et la pseudo-norme de Minkowski.

Considérons maintenant un champ de convexes De Valinor sur une variété, et montrons que ceci induira une
structure de variété pseudo-finslérienne, de la méme maniere que dans I’approche de géométrie convexe de la

géométrie finslérienne faible.

Définition 3.33 (Champ de convexes De Valinor). Soit M une variété différentiable. Un champ de convexes
De Valinor est sous-ensemble ouvert D C T'M tel que D, := T, M N D est un convexe De Valinor dans

I’espace vectoriel T, M.
A partir d’un champ de convexes De Valinor D C T'M on peut définir le champ de cone
C=Cp:={(p,v) € TM |ilexiste A > O tel que \v € D} .

On considere aussi I’ensemble B = C \ D, alors C, = CNT,M et B, = BN T,M sont le cone causal et la
boule unité au point x € M. On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.34. Soit M une variété différentiable, alors la donnée d’un champ de convexes De Valinor D
sur T'M est équivalente a la donnée d’un champ de cones C et d’une métrique pseudo-finslérienne fp sur
(M, C).
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Démonstration. La proposition 3.31 permet de démontrer cette équivalence, car chaque espace tangent de la
variété M est un espace de Lorentz Minkowski. En effet, étant donné une structure pseudo-finslérienne sur
M, il suffit de considérer le cone de causalité de la pseudo-métrique et le complémentaire de la boule unité

comme convexe De Valinor.

Il faut montrer que la pseudo-métrique obtenue par cette construction est semi-continue supérieurement.
En effet, nous avons que si fp est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, alors pour A > 0, les ensembles
{(z,v) € TM | f(x,v) < A} sont homéomorphes a la boule unité, et donc ouverts a I'intérieur de Cp, par

conséquent fp est semi-continue supérieurement dans C. O

Nous noterons parfois (M, D) pour une variété pseudo-finslérienne, cette notation est justifiée par la proposi-

tion précédente.

Nous avons donc une facon plus synthétique de voir une géométrie pseudo-finslérienne, ce qui nous servira a
démontrer des théoremes tels que ceux de [May41], mais en géométrie pseudo-finslérienne. De méme, cette

construction permet de définir une métrique pseudo-finslérienne a I’extérieur d’un convexe.

Observons que I’ordre mentionné dans la remarque 3.22 correspond a I’inclusion des convexes De Valinor.

Exemples. 1. En suivant la construction de Athanase Papadopoulos et Sumio Yamada (voir [PY19]), nous
définissons un analogue pseudo-finslérien de la métrique de Funk sur le complémentaire d’un domaine

convexe.

Soit 2 C R™ un ouvert convexe ne contenant aucune droite, nous considérons alors la variété M —

R™ \ Q et définissons le champ de convexes De Valinor D C T'M de la maniére suivante :

D = {(z,v) € TM |ilexiste A < 1tel que z + v € Q}.

Cette construction induit un champ de cdnes sur M, nous avons
Cp = {(z,v) € TM |ilexiste A > 0 tel que z + v € Q}.

Etant donnés z,y € M, nous avons donc = =< y s’il existe une courbe différentiable o : [a,b] — M de

x ay telle que pour tout ¢ € [a, b] nous avons 5(t) € C.

Nous définissons alors la métrique pseudo-finslérienne de Funk fq : Cp — R, de la maniére suivante :

fa(z,v) = fp,(v) = sup {t >0|ve t@x} )
Etant donnés z,y € M tels que = < v, la pseudo-distance induite par fq est

p(z,y) — |

_ p

ol p(z,y) est le point d’intersection entre le rayon = + \(y — x) (pour A > 0) et le bord de {2, et
|.| est la norme euclidienne sur R"™. La preuve que pq est bien la pseudo-distance provenant de fq se

93



3.2. VARIETES PSEUDO-FINSLERIENNES

trouve dans [PY19]. Il est clair que cette pseudo-distance est projective. Nous avons donc défini une

pseudo-métrique projective canonique a I’extérieur d’un convexe de R".

2. Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie, nous pouvons construire une famille de pseudo-
normes de Minkowski sur X x R a partir d’un convexe {2 C X, que nous supposons ouvert, borné et

contenant I’ origine.

Pour p > 1, nous définissons le convexe De Valinor D C X X R par
D:{(z,t)eXnyt>1 et xe(tp—l)%.fz}.
Le cone associé a D est donné par
Cop={(z,t) e XxR|[t>0 et ze€t-Q},
et la boule unité pour cette pseudo-norme de Minkowski est
BD:CD\D:{(x,t)eXxR\0§t<1 et xe(tp—l)%-fz}.

La pseudo-norme de Minkowski fp : Cp — Ry est alors donnée par

B =

fo(a,t) = (1t = (F(x))")

ou F': X — R, estlajauge de Minkowski de ).
Observons qu’en choisissant que {2 est un cube centré en 0, pour p = 1 nous avons construit une

pseudo-norme analogue a la norme de Manhattan.

De méme, si €2 est une boule euclidienne centrée en 0 et p = 2 nous retrouvons la métrique de Lorentz-

Minkowski de la relativité restreinte.

Cette construction permet d’obtenir une variété pseudo-finslérienne f sur M x R a partir d’une variété
finslérienne (M, F') en procédant a la méme construction sur chaque espace tangent aprés avoir choisi

) comme étant la boule unité pour F'.

En utilisant I’approche "géométrie convexe" des géométries pseudo-finslériennes, nous pouvons mieux com-
prendre le comportement des géodésiques pseudo-métriques. Pour ceci, nous aurons besoin de considérer une

variété pseudo-finslérienne (M, C, f), son espace tangent 7'M et son espace cotangent 7M.

Définition 3.35. Soit (M, D) une variété différentiable munie d’un champ de convexes De Valinor dont le
champ de cdne associé est noté C C T'M. Pour tout x € M, définissons

1. La co-boule unité pour fp par
B, ={0,€T;M|60y(v)> fp(x,v) pourtout v e Cy}.
2. Soit v € C, alors I’ensemble des plans de support de B, en v est défini par
By, ={bs € B; | 0:(v) = fp(z,0)} .
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3. Laface de B, en direction de v € T, M, de dimension minimale est alors donnée par
Face, ,(By) = {w € 0B, | 0,(w) =1 pourtout 6, € B:w} )

4. Nous pouvons alors définir le cone sur la Face,, ,,(B,) en direction de v € T, M de la maniére suivante :

Conefp o(v) = {w € C | O,(w) = fp(x,w) pourtout 6, € B, }

Ces différentes notions provenant de la géométrie convexe vont permettre de caractériser les géodésiques

pseudo-métriques dans une variété pseudo-finslérienne.
Commengons par décrire les différentes propriétés de I’ensemble Cone ;. (v).

Lemme 3.36. Soient (M, D) une variété pseudo-finslérienne, x € M et v € C, C T, M non-nul, alors

1. Coney,, »(v) est un cone convexe inclu dans C.

2. Siw = w1 + wy avec w1, wy € Coneyy, 5 (v) non-nuls, alors
fo(z,w) = fp(z, wi) + fp(z, ws).

3. Siw = w; 4+ wy avec wi, we non-nuls mais n’appartenant pas a un méme cone de face, alors
fo(z,w) > fp(z,wr) + fpo(x,ws).

Démonstration. 1. Soit v € C, il est trivial par la linéarité des formes qui décrivent coney,, (v), que pour
tout w € C, ettout A > 0, si w € cdney, ,(v), alors Aw € coney,, (v).

Il s’agit donc de montrer que coney, »(v) est convexe. Soient alors wi,wp € coney, »(v), il faut

*

montrer que wy + wg € cdney, . (v). Nous savons par définition que pour 0, € By

Oz (w1 +w2) > fp(w, w1 +wz2) > fp(x,w1) + fp(x, w2) = O (w1) + 0 (w2) = O, (w1 + w2)

ce qui force les égalités partout, et donc w; + wp € coney, »(v), qui est donc bien un cdne convexe
contenu dans C.

2. Commengons par remarquer que par le point précédent, si wi, ws € cOney, »(v), alors wy + wy €

*
T,V

coney, »(v) C C. Ainsi nous avons, pour tout 6, € B

fo(x, w1 + w2) = O, (w1 + w2) = Oy (w1) + O,(w2) = fp(x,wr) + fo(x,ws)

ce qui prouve ce point.

3. Siw = w; + wy avec wi, wy € C \ cénefpw(v), nous remarquons d’abord que w = w1 + wo € C, car
C est un cdne convexe.
Comme wy,wy ¢ cone s, ,(v), il existe 0, € B, tel que 0. (w1) > fp(z,w1) et Oy (wy) > fp(z,ws).

Ceci implique alors que
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fo(@, w1 +w2) = Oy (w1 + wa) = O (wr) + Oz (w2) > fpl(z,wi) + fplz, ws)

ce qui prouve ce point.

Remarque 3.37. Les points 2. et 3. de ce lemme impliquent la chose suivante :
w1 + wy € Coney,, ,(v) sietseulementsi fp(x,wi +w2) = fp(z,wi) + fp(z,w2).

Nous rappelons la définition d’une géodésique pseudo-métrique.

Définition 3.25 (Géodésique pseudo-métrique).

Soit (X, <, p) un espace-temps métrique. Une courbe causale o : [a,b] — X est appelée géodésique pseudo-
métrique si pour tout tg € [a,b] il existe ¢ > 0 tel que si r,s,t € [tg — &,tp + ¢] Vérifient r < s < t,
alors

plo(r),a(s)) + pla(s),o(t)) = plo(r),a(t)).
Ce lemme et cette remarque impliquent directement le résultat suivant :

Théoreme 3.38. Soit (X, D) un espace de Lorentz-Minkowski dont le convexe De Valinor est D. Soit o :
[a,b] — X une courbe causale, alors o est une géodésique pseudo-métrique pour fp si et seulement si pour
touta < t1 <ty <tg<b,

o(ta) —o(t1) € Coneg,(o(ts) —o(ti)) et o(t3) —o(ta) € Conep,(o(ts) —o(tr)).

Démonstration. Nous commencons par rappeler que si o est une courbe causale, alors pour touta < s <t <

b, nous avons que o(s) < o(t).

La preuve est immédiate par la remarque précédente, car pour deux point v < w de X, nous définissons
pip(v,w) = fp(w — v), et donc si pour tout a < t; < tp < t3 < b nous avons o(ty) — o(t1) €
Coney, (0(ts) — o(t1)) et o(tz) — o(te) € Coneys,(o(ts) — o(t1)), alors pour tout a < t; < ty < t3 < b,
nous avons ps, (0 (t1),0(t3)) = pgp(o(t1),o(t2)) + ppp(o(t2), o(t3), ce qui prouve le théoreme. O

Un corollaire direct de ce théoreme est le suivant :

Corollaire 3.39. Soit (X, D) un espace de Lorentz-Minkowski dont le convexe De Valinor est strictement

convexe, alors ['unique géodésique reliant deux points x,y € X tels que x < y est le segment affine [z, y|.

Démonstration. On sait que la pseudo-distance p dans un espace de Lorentz-Minkowski est projective, i.e.
le segment [x,y] est géodésique. Il s’agit de montrer qu’il n’y a pas d’autre géodésiques reliant ces deux
points. Par le théoreme 3.38, nous savons que toute corde d’une géodésique pseudo-métrique est contenue
dans le cOne construit sur une face de la boule unité. Or, la boule unité étant strictement concave (car D est
strictement convexe), il n’y a pas de face contenant plus qu’un point du bord de la boule 0B, et donc le cone
est une droite euclidienne passant par 0 et z, ce qui force toute géodésique pseudo-métrique a étre une unique

droite euclidienne. O

96



3.2. VARIETES PSEUDO-FINSLERIENNES

3.2.2 Longueur intrinseque

De la méme facon qu’en géométrie finslérienne, nous pouvons nous demander quand est-ce que la longueur
induite par une métrique pseudo-finslérienne est une longueur intrinseque intrinseque. Ces deux questions

sont liées et nous en apporterons une réponse dans la section 2 du chapitre 4.

Définition 3.40. Soit (X, <, p) un espace-temps métrique et soit o : [a,b] — X une courbe causale dans X,

la longueur intrinseque de o est définie par

n—1
(o) =inf Y p(o(t),o(ti+1))
=0

ol I’infimum est pris sur les partitions a =ty < t; < ... < t, = bde [a,b)].

Une courbe causale dont la longueur intrinseéque est nulle est appelée courbe de type lumiere.

Notons que nous avons utilisé le méme terme pour la longueur intrinséque que dans le chapitre 1, toutefois
la confusion ne sera pas possible, car le contexte de 1’utilisation de ces deux longueurs intrinseéques est tres
différent.

La question qui se pose alors, et dont nous allons parler au chapitre 4, et de savoir sous quelles conditions
la longueur pseudo-finslérienne coincide avec la longueur intrinseéque pour la pseudo-distance induite par la

métrique pseudo-finslérienne.

3.2.3 Autres travaux

Pour conclure ce chapitre, mentionnons que I’étude des espaces pseudo-finslériens et des structures causales
synthétiques est un sujet actuellement tres actif. A titre d’exemples, mentionnons I’article [KS18] de M. Kun-
zinger et C. Sdmann qui étudie une notion de courbures métriques de type CAT(x) dans le contexte des
espaces de longueurs Lorentzien et celui de E. Minguzzi qui considere 1’hyperbolicité globale des structures
pseudo-finslériennes [Min19]. Dans I’appendice de [JS20], M.A. Javaloyes et M. Sanchez survolent les dif-
férents points de vues sur la géométrie pseudo-finslérienne donnés par 6 auteurs différents. La question de
la finitude d’une pseudo-distance est étudiée par A. Rennie et B.E. Whale dans [RW16]. De plus, Athanase
Papadopoulos, dans [Pap18a] a écrit un article de review sur la chronogéométrie d’ Alexandrov [Ale67].
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Chapitre 4

Théoremes de type
Busemann-Mayer-Kobayashi dans le
contexte pseudo-Finslérien

Le but de ce chapitre est de démontrer des résultats analogues aux résultats de Busemann-Mayer-Kobayashi
([May41],[Kob91]), unifiés et réexpliqués dans le chapitre 2. Toutefois ces résultats seront démontrés dans le
cadre des variétés pseudo-finslériennes, donc dans un contexte de géométrie de type espace-temps, prenant en
compte la notion de causalité, telle qu’expliquée dans le chapitre 3. Nous allons nous inspirer des techniques
de preuve utilisées par Busemann-Mayer dans [May41], tout en les adaptant aux objets sur lesquels nous
travaillons. Les hypotheses des théoremes seront également différentes de celle du chapitre 2 étant donné que,
par exemple, nous ne considérerons que des courbes causales. Le travail d’adaptation des problématiques, de
méme type que celles du chapitre 2 aux variétés pseudo-finslériennes, a demandé de développer la vision du

chapitre 3 des espaces pseudo-finslériens faibles.

4.1 Théoreme de concavification de type Busemann-Mayer-Kobayashi

Dans cette section, nous considérons une variété différentiable M/ munie d’une structure pseudo-finslérienne
donnée par la jauge de Lorentz-Minkowski associée a un champ de d’ensembles De Valinor D qui sont anti-
étoilés par rapport a 1’origine, mais pas forcément convexes (voir le chapitre 3).

Nous démontrons un théoréme de concavification de jauge de Minkowski de type espace-temps, inspiré par
le théoreme 2.3 et par les techniques utilisées pour démontrer ce dernier. Une des idées clé du théoreme 2.3
est que les géodésiques suivent les directions extrémes de la boule unité de la métrique finslérienne. Il a donc
fallu traduire ceci en langage propre a la géométrie pseudo-finslérienne, puis comprendre comment adapter
les arguments finslérien au contexte pseudo-finslérien.

Nous commengons par travailler dans un espace vectoriel réel de dimension finie X, qui aura le rdle de
I’espace tangent en un point de M. Si ’ensemble De Valinor D C X n’est pas convexe, alors la jauge de
Lorentz-Minkowski sur X associée a D n’est pas forcément une pseudo-norme de Minkowski et nous la
noterons ¢ = ¢p. Notons que ¢ ne satisfait pas forcément 1’inégalité causale. Les premiers résultats sont des

théoremes de géométrie convexe de type Minkowski-Carathéodory [Web94], mais dans un cadre causal.
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Nous introduisons d’abord quelques définitions adaptées des définitions 3.27, 3.28 et 3.31 pour préciser ce

qui a été décrit ci-dessus.
Définition 4.1 (Ensemble De Valinor). Soient X un espace vectoriel de dimension finie. Nous appelons en-
semble De Valinor un ensemble D C X vérifiant les propriétés suivantes :

1. D est ouvert, connexe, non-vide, et contenu dans un cone causal.

2.0¢D.

3. (Anti-étoilé) Si x € D, alors pour tout A > 1, nous avons Az € D.

Définition 4.2. » Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D un ensemble De Valinor dans X.

Nous pouvons alors définir un cdne sur D de la maniere suivante :

Cp = {z € X |ilexiste A > 0 tel que v € D},

ot D désigne I’adhérence de D.

¢ [’ensemble
B=C\D

est appelé boule unité.
* Lajauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor D est la fonction ¢p : Cp — R, donnée par

¢pp(v) =sup{t>0|vetD}.

* Si ¢p : Cp — R est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, la jauge de Lorentz-Minkowski de 1’enve-
loppe convexe Conv(D) sera appelé le concavifié de ¢, et on la notera fcony(p), ou plus simplement f

s’il n’y a pas de risque de confusion.

Remarque 4.3. * Un ensemble De Valinor qui est convexe s’appelle un convexe De Valinor (voir défini-
tion 3.27).
* Le concavifié d’une jauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor est une pseudo-norme de
Minkowski (voir définition 3.9) .
* Le cone Cp est un cone de causalité au sens du chapitre 3, ¢’est-a-dire convexe, fermé, d’intérieur non

vide et de sommet 0.

Lemme 4.4. Soient X un espace vectoriel de dimension finie et D C X un ensemble De Valinor tel que la

boule B C Cp est bornée. Pour tout v € Conv(D) il existe X > 0, wy, ..., wy, € D et des nombres positifs
{t:}1_qtels que Y 1" 1 ti =1et

\v = Z tiw; 4.1
=1

Démonstration. Soit A > 0 tel que Av € D. Nous pouvons appliquer le théoreme de Minkowski-Carathéodory

(lemme 2.10) a \v et D, ce qui prouve le lemme. O

Nous pouvons donc démontrer un analogue du théoréme 2.12 mais dans un cadre causal.
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FIGURE 4.1 — Un exemple d’ensemble De Valinor D et le cone de causalité associé. En pointillés le concavifié
de D

Théoreme 4.5. Soient X un espace vectoriel et D C X un ensemble De Valinor tel que la boule unité
B C Cp est bornée. Notons ¢ = ¢p : Cp — R la jauge de Lorentz-Minkowski de D et f : éconv(p) — Ry

le concavifié de ¢. Alors pour tout v € Cp, il existe des points extrémes z1, . .., zn de D tels que

N
=ty @ Y6 = ).
i=1
Démonstration. Par définition, il existe A > 0 tel que Av € D (il faut choisir A > 1/¢(v)). En posant
f(v) = r, par homogénéité nous avons f(Av) = Ar, alors Av € Ar (Conv(D)), et donc il existe {ti}ilil tels

que SN #; = 1et {w;}Y, des points extrémes de D tels que

N
AV = Z tiwi,
=1

N
< t;
c’est-a-dire v = E Xlwi. Nous obtenons alors
i=1

i=1

. t; ) ‘ Lo
car ¢(w;) = 1 pour tout 7. En posant z; = ~w; nous avons démontré le théoréme. O

A

Montrons a présent un théoréme de type Busemann-Mayer-Kobayashi (voir théoréme 2.3) dans sa version

espace-temps, incluant les questions de causalité.

Théoreme 4.6. Soient X un espace vectoriel de dimension finie muni d’un ensemble De Valinor D tel que la
boule B C Cp est bornée. Soit ¢ : Cp — R la jauge de Lorentz-Minkowski de D et f : Coony(p) — Ry la

Jjauge de Lorentz-Minkowski associée a I’enveloppe convexe de D, alors pour tout x,y € C tels que x < v,
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nous avons

po(w,y) = pr(x,y) (= fly —2)).

Démonstration. Par définition, comme Conv(D) D D, nous avons immédiatement que pour tout v € C,
f(v) > ¢(v). Par conséquent, pour tout z,y € C tels que < y, nous avons pr(x,y) > pe(x,y), ce qui

montre 1’une des deux inégalités.

Montrons maintenant que pour tout z,y € C tels que < y, on a ps(x,y) < pg(z,y). Pour montrer ceci,
considérer le vecteur v = y — x € C. Nous savons que les pseudo-métriques de Minkowski sont des pseudo-

distances projectives par la proposition 3.14, donc

f) = fly—=) = pslx,y) = Ly ([x,y]).

Il s”agit alors de construire une courbe causale 7, de x vers y, telle que £4 () > £¢([z, y]). Par le théoreme 4.5,
nous savons qu’il existe z1, .. ., zy des points extrémes de D tels que v = z1+- - -+ 2z et sz\il o(zi) > f(v).

En notant ¢ la courbe polygonale passant par 21, 21 + 22,...,21 + --- + 2y = v, nous avons

05(5) = 3" 6(z) > f(v)
i=1

et en passant au supremum des longueurs de courbes causales, nous obtenons bien 1’inégalité voulue.
O

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons des métriques pseudo-finslériennes continues sur une variété
M, dont la boule unité est bornée dans chaque espace tangent. Le premier résultat affirme que les longueurs
pseudo-finslériennes s’approximent bien par des morceaux de longueurs calculés avec la métrique pseudo-
finslérienne “fixée en un point”, c’est-a-dire une approximation Lorentz-Minkowski de la métrique pseudo-
finslérienne. La définition suivante précise cette idée, pour la formuler nous nous plagons dans une carte U/ de

la variété M.

Définition. 3.18 Soit (M,C, f) une variété pseudo-finslérienne faible dont la métrique est continue. Une

[¢]
courbe différentiable o : [a,b] — M est dite strictement causale si pour tout t € [a, b], le vecteur 5(t) € Cy(y).

Nous noterons x < y si deux points sont liés par une courbe strictement causale.

Remarque 4.1. SoitU{ C M une carte de M et o : [a,b] — U une courbe strictement causale, alors pour toute
partition {#;} C [a, b] suffisamment fine, le vecteur o(#;1.1) — o'(t;) est dans le cone Cy(y,). Ceci est clair car

I’intérieur du cOne est ouvert et la condition d’€tre une courbe strictement causale est une condition ouverte.

Définition 4.8. Soient f : TU — R, une métrique pseudo-finslérienne faible continue et une courbe stric-
tement causale o : [a,b] — U. Soit {to,?1,...,tx} une subdivision de [a,b]. On définit I’approximation

Lorentz-Minkowski de la longueur de o pour la subdivision {t;} par
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Dans le domaine de coordonnées U, étant donné une courbe causale o : [a,b] — U et une partition {ti}i]\io’

nous noterons x; = o(t;), Ax; = x; — x;—1 et At; = t; — t;—1.

Théoreme 4.9. Soit f : U — R, une métrique pseudo-finslérienne continue sur un ouvert de carte d’une
variété M et soit o : [a,b] — U une courbe strictement causale, alors pour tout € > 0, il existe une partition
{ti} de [a, V] telle que
f
64(0) - 5§ <.

Démonstration. Soit o :— U une courbe causale, nou avons alors que, pour toute partition {tl}f\i o la diffé-

rence entre £ (o) et S]{, peut étre estimée de la facon suivante :

N
e1(0) = 84| = £))dt — Zf(:ri_l,Aa:i)

))dt — Zf _1))At;

Azx;
Zf(U(ti—l) (ti—1))At; — Zf i Af )AL,

1=0

_l’_

Etant donné ¢ > 0, par définition de I’intégrale de Riemann, nous pouvons choisir une partition de [a, b]
telle que ]ff fo(t),o(t))dt — Zfio f(o(ti-1),0(ti-1))| < §. De plus, comme f est continue en ses deux

variables et homogene positive, lorsque la partition est sufﬁsamment fine pour que |5 (t;—1) — Awl t[ < d(e),

nous avons
- al Ax;
> Floltion) ot ) Al = Y flais, 7 )A]
=0 =0 i
3 Ax; €
= ‘; l:f(a(ti—l)vd(ti—l)) — f(@i-1, AT) At;| < 7

Cela implique que pour tout £ > 0, il existe une partition {tl}f\i o suffisamment fine pour que
(o)~ Sh| <e.

O]

Nous avons donc un théoréeme d’approximation de la longueur pseudo-finslérienne d’une courbe causale par

des morceaux de courbe mesurés avec une pseudo-métrique de Minkowski.

Définition 4.10. Un champ d’ensembles De Valinor sur une variété M est un sous-ensemble ouvert D C T'M
tel que pour tout x € M, ’ensemble D, = D N T, M est un ensemble De Valinor.

Définition 4.11. (i) Soient M une variété différentiable et D C T'M un champ d’ensembles De Valinor sur

M . Nous pouvons alors définir un champs de cones sur D de la manicre suivante :

Cp = {(x,v) € TM |ilexiste A > 0 tel que Av € D, },
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ott D, désigne I’adhérence de D,..

(i1) L’ensemble
B=C\D

est appelé champ de boules unité.

(iii) La jauge de Lorentz-Minkowski d’un ensemble De Valinor D est la fonction ¢p : Cp — R, donnée par

¢p(z,v) =sup{t>0|vetD,}.

(iv) Si ¢p : Cp — R est la jauge de Lorentz-Minkowski de D, la jauge de Lorentz-Minkowski de 1’enve-

loppe convexe Conv (D) sera appelé le concavifié de ¢.

Remarque 4.12. Soit D un champ d’ensembles De Valinor induisant une jauge de Lorentz-Minkowski sur
la variété M, et en considérant ’ensemble Conv (D) = J,,; Conv(D;), la jauge de Lorentz-Minkowski
associée a I’enveloppe convexe de D est une métrique pseudo-finslérienne (proposition 3.31). Nous noterons

alors cette métrique f ou fcony(p)-

En utilisant les résultats précédents, nous pouvons démontrer une version pseudo-finslérienne du résultat de

Busemann-Mayer-Kobayashi (2.3).

Théoreme 4.13. Soit M une variété différentiable munie d’un champ d’ensembles De Valinor D. Soient ¢ la
Jjauge de Lorentz-Minkowski de D et f son concavifié, nous supposons de plus que ¢ et f sont continues, alors

pour toute paire de points x,y € Cp tels que x < y, on a

po(x,y) = pr(x,y).

Démonstration. Observons d’abord que si x et y sont deux points de M tels que x = y, alors py(z,y) >

ps(z,y),. En effet, pour tout p € M et tout v € Cp, nous avons f(p,v) > ¢(p,v).

Nous devons donc prouver I’inégalité inverse p¢(z,y) < pg(x,y). Pour cela, considérons une courbe causale
o :[a,b] = M telle que o(a) = = et o(b) = y et montrons que pour tout € > 0, il existe une courbe causale

C! par morceaux 6 : [a,b] — M telle que 6(a) = = et 5(b) = y et satisfaisant
Ly(6) > Ly(0) —e.

Nous supposons maintenant, sans perdre de généralité que la courbe o est contenue dans le domaine d’une
carte. Commengons par noter que, par le lemme 4.9, pour tout ¢ > 0 il existe une partition {t;}¥, de [a, ]
telle que

|54 —¢r(0)] <e.

En considérant alors seulement le vecteur Az; = o(t;) —o(t;_1) et en appliquant le théoréme 4.6 a ce vecteur,

nous obtenons qu’il existe 2y, . .., 2, des points extrémes de CU(ti) \ Bg(t ) telsque Ax; =21+ -+ + 2z, et

%

n

Y dlo(ti) z) = flo(ti), Azy).

i=1
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Soit donc ; la courbe polygonale passant par z1, 21 + 22,...,21 + 22 + - - - + 2. Nous avons donc
ly(6i) = flo(t:), Azi).

Nous pouvons alors définir & comme la concaténation des 6;, la longueur de & est donc la somme des lon-

gueurs des &; et nous obtenons

04(6) = qu(a(ti), 6i) =Y flo(t:), An;) = S —ne > lp(o) — ¢,

i

ce qui démontre le théoréme. O

4.2 Longueur intrinseque pseudo-finslérienne

Le but de cette section est de démontrer une version du théoréme 2.16 dans le cadre pseudo-finslérien. Les mé-
triques que nous considérerons ici sont de régularité Lipschitz et sont strictement concaves. Dans le chapitre 5,
nous avons défini la longueur intrinseque et la longueur pseudo-finslérienne. A priori il n’est pas évident que
la longueur intrinseque est égale a la longueur pseudo-finslérienne, et cette égalité permet de déduire des

équivalences entre les différentes notions de géodésiques.

Définition 4.14. Une métrique pseudo-finslérienne f sur une variété différentiable M est dite localement
Lipschitz si pour toute carte dont le domaine &/ C M est relativement compacte, il existe A > 0 tel que pour
tout (x,v), (y,v) € TU,

(2, 0) = fy, w)| < Ally = 2| Buct- max{[[v]| Buct; | |[w]| Buct }

ol ||.|| Eucr est la norme euclidienne dans la carte .

Dans la suite, la longueur pseudo-Finslérienne d’une courbe causale o : [a,b] — M de classe C'* par mor-

ceaux sera notée par
b
o) = [ (o0,

Nous notons aussi la longueur intrinséque
n
Uo)=inf Y _prloftin), olt)),
i=0

ol I’infimum est pris sur I’ensemble des partitions de [a, b].

Le principal théoreme de cette section affirme 1’égalité de ces deux notions de longueur sous certaines condi-
tions (voir théoreme 4.17). Nous commencons par deux lemmes qui comparent les distances finslérienne entre
deux points proches avec la longueur finslérienne du segment dans une carte reliant ces deux points. Par abus
de notation étant donnés deux points dans une carte &/ d’une variété M nous noterons [z, y] le segment eucli-

dien, sans utiliser I’homéomorphisme de carte.

104



4.2. LONGUEUR INTRINSEQUE PSEUDO-FINSLERIENNE

Lemme 4.15. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est continue et stric-

tement concave, g € M etU C M un domaine de carte relativement compact et contenant le point xy.

Si {xp} et {yn} sont deux suites dans U telles que x,, # yn et T, < yp et lim z, = lim y, = zo, alors
n—oo n—o0

nous avons
im Lz (0m) _

o oy, : [a,b] = Bpua(zo, Ry) une courbe strictement causale C* par morceaux de x,, a .

Démonstration. Commencgons par remarquer que si n est suffisamment grand, alors le segment euclidien
[, Yn] est contenu dans U et c’est une courbe causale pour la pseudo-métrique f et pour la pseudo-norme de
Minkowski fj.

Comme nous avons supposé que U C M est relativement compact, on peut trouver des constantes A, B > 0
telles que pour tout (x,v) € TU on a
Blv| < f(z,v) < Av|. (4.2)

Pour tout n, on peut choisir R, > 0 tel que
max{pf(xo, 1'71)7 pf(an yn)} <R, <2 max{pf ('rOa xn)v pf<x07 yn)}a

ainsi qu’une courbe causale C'! par morceaux o, : [a,b] — Bpyua(xo, Ry,) reliant z,, 2 1,,. Comme la boule

unité de fy est supposée strictement concave, le corollaire 3.39 entraine que

Uy (0) <y ([2,9])- 4.3)

Nous pouvons montrer que
lim by (0n)

=1 (4.4)
Comme U/ est relativement compact, f est uniformément continue sur
{(z,v) € TU |v € Cpet|v] <1},

et donc lim ¢, = 0, ou
n—o0

Cn = sup{|f(zo,v) = f(xn, v)| : |v[ =1}.

Par conséquent nous avons

Exo(o'n) _ 1' _ wdfo(an) _Ef(o'n)‘ < Cp * EEucl(O'n) _ Cn
Ef(o'n) ef (Un) - B- eEucl(Un) B’

ou B est la constante de 1’inégalité (4.7), ce qui prouve le lemme. O

Lemme 4.16. Soient (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est continue et stric-
tement concave, g € M etU C M un domaine de carte relativement compact et contenant le point xy.

Si{x,} et {yn} sont deux suites dans U telles que x,, # y, et T, < y, et im x, = lim y, = xq, alors on
n—oo n—oo
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lim pf(xru yn)

=1, 4.5
n—00 gf([mmyn]) =)

Ol [T, Yyn] est le segment euclidien dans la carte U, {¢([xn,yn]) est la longueur de ce segment pour la

pseudo-métrique f et Ly, ([xn,yn]) est la longueur de [y, yy] pour la pseudo-norme de Minkowski définie

par fo = f(zo,").

Démonstration. Nous savons, par définition de p; que

Ef([xna Yn]) < pf(xna Yn)

par conséquent
1< Pf(xmyn) _ pf(xmyn) gxo([xmyn]).
T Lp([Tn,yn]) oo ([Tns yn]) Le([2n, ynl)

Nous savons, par le lemme 4.15 que

lim Lo ([2n, yn]) —1,
n—00 gf([xny yn])
il s’agit donc de montrer que
lim LA dn) (4.6)

n—00 Ly, ([0, Yn])
Etant donné n suffisamment grand, nous avons que

|Yn — T

‘pf(xnayn) _Ef([xnayn]” < n

et comme nous avons supposé que (/ C M est relativement compact, nous pouvons trouver des constantes

A, B > 0 telles que pour tout (x,v) € TU nous avons

Blv| < f(x,v) < AJu]. @7)
par conséquent nous avons
P (Tn, Yn) _ Cr([2n, yn)) _ 0 (@ns Yn) — Ly ([#n; yn))| < [Yn — Tn < [Yn — n] _ RS
loo ([T yn])  Lao ([0, yn]) oo ([0, yn]) ~ nf(xo,yn — xn) T nBlyn, — x| nB
Comme B est fini et n arbitrairement grand, nous avons montré que M tend vers la méme limite que
20 [ Tn, Yn
l l
M — 1, or par le lemme 4.15, nous savons que M — 1, ce qui prouve le lemme. g
Cao ([T, Yn]) Cao ([T, Yn])

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat central de cette section :

Théoreme 4.17. Soit (M, C, f) une variété pseudo-finslérienne dont la pseudo-métrique est localement Lip-
schitz et strictement concave, alors la longueur pseudo-finslérienne {; et la longueur intrinséque { coincident

sur les courbes causales continiiment différentiables. C’est a dire, pour toute courbe o : [a,b] — M causale
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et continitiment différentiable par morceaux, nous avons 1’égalité

Démonstration. Nous commengons par donner la preuve pour une courbe o : [a, b] — M strictement causale.
Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que o est de classe C'! et contenue dans le domaine d’une
carte relativement compacte U C M.

Donnons-nous une subdivision a =ty < --- < t,, = bde I'intervalle [a, b], notons x; = o(¢;) et écrivons
lo)—Ls(oc)=A+B+C,

ou nous avons défini

n—1
A=1{(o)— ng([l‘i,wi—i-l})a
1=0

n—1 n—1
B =Yt zia]) = Y Lo (@i, wiga]),
=0 =0
n—1
2iC = Lo([wi,wig1]) — Ly (0).
1=0

Nous allons montrer que A, B et C' sont arbitrairement petit si nous choisissons une subdivision suffisamment
fine de I’intervalle [a, b).

e Estimation de A :
Soit € < % Par le lemme 4.16, nous savons qu’il existe d; > 0 tel que si la subdivision a = ty < t1 <
-+ < t, = b vérifie max; |ti — tz’—&—l‘ < 01, alors

pr (@i wi1) — Lp([zi, ziga])| < € Lp([@s, wiga])

En sommant sur ¢, nous obtenons donc

n—1 n—1 n—1
‘A‘ = pr(xumi-‘,—l) - Zﬁf([xz,xz+1]) <e- ngqxlaxz—&-l]) <e- gf(O') < g
=0 i=0 =0

e Estimation de B : Par le lemme 4.15, il existe do > 0 tel que si |t;+1 — t;| < d2, alors

n—1 n—1
|B| = Zﬁf([wi,xiﬂ}) - ngi([$i7xi+l])|
=0 i=0
n—1 .
< G;Kf([xia$i+l]) <epslay) <3
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e Estimation de C : Par le théoreme 4.9 nous savons qu’il existe 3 > 0 tel que si [¢;41 — t;| < J3, alors

n—1

Cl = > lay([wi, 2i11]) — £(0)

=0

sgj—e(a)) < g

En combinant ces trois estimations nous avons prouvé le théoréeme pour les courbes strictement causales.

Si la courbe o : [a,b] — M est une courbe causale, il existe une suite y,, satisfaisant que lim,,_, o ¥y, = o (b)
et pour tout n les points o(a) et y,, sont liés par une courbe strictement causale o, : [a, b] — M qui converge
vers o au sens de la convergence C'. Pour tout n, nous avons donc I’égalité ¢(c,,) = {(0,) et de plus

o) = nh_}nolo o) = nh_)II{;lo li(op) =Ls(0)

ce qui prouve le théoréme.
O

Nous obtenons également des résultats de dérivée métrique analogues a ceux du chapitre 2 (voir théoréme 2.21).

Pour cela il faut prendre une carte ¢ C M de la variété pseudo-finslérienne.

Théoreme 4.18. Soient x,,,y, € U deux suites telles que ©,, # yn et x, < yn sont liés par une courbe

Yn — Tn .
~— etv = lim w,, alors

strictement causale pour tout n et lim x, = lim y, = xg. Notons v,, :=
n—o00 |yn — xn| n—00

n—o0

n—oo0 ’yn — Ty

= f(xo,v).

Démonstration. Remarquer que le vecteur v € C car le cone de causalité de f est fermé et nous avons
supposé x,, < yp sont liés par une courbe strictement causale, donc f(xg,v) est bien défini. De plus, nous
avons supposé que la métrique est strictement concave et par le théoreme 4.17, nous avons que £ ([zn, ypn|) =

Cp;([Tn,Yn]). Comme f(z0,-) est une pseudo-norme de Minkowski, nous avons

/[ S0 0 = Iy~ ro.0).
ﬁn,yn

Par conséquent, en appliquant le théoréme 4.17, nous obtenons

Pf(l”m yn)

—1sin — oo
‘yn - .’En|f($0,'l))

ce qui prouve que
lim 7”(33”’3/”) = f(z0,v).

n00 [yn — an|

O]

Nous avons donc pu démontrer des théoremes du type des résultats de [May41], en développant un point
de vue sur la géométrie pseudo-finslérienne inspiré par Busemann [Bus67], [May41]. Une question qui se

pose est de trouver une construction de pseudo-cercles (voir chapitre 2) pseudo-finslériens, en s’inspirant
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des constructions de [May41], afin de démontrer que les géodésiques des variétés pseudo-finslériennes de

dimension 2 sont continiiment différentiables.
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Chapitre 5
Géodésiques spéciales

Dans le cadre de la géométrie finslérienne faible, une des possibilités est que la métrique F' soit réguliere
mais pas strictement convexe. Notamment dans le chapitre 2, le convexifié d’une jauge de Minkowski d’un
ouvert étoilé autour de 1’origine n’est pas strictement convexe, il n’y a donc pas unicité de la géodésique entre
deux points. En géométrie finslérienne, il est méme possible que le rayon d’injectivité soit nul, par exemple
en considérant la métrique de Manhattan, il existe une infinité de géodésiques entre chaque paire de points.
Dans ce cas de figure, il semble donc a priori impossible de définir correctement une application exponen-
tielle, a la maniere de la géométrie riemannienne, comme cela est fait dans [BCS00]. Toutefois, étant donné
une métrique finslérienne faible non strictement convexe, il existe une classe de géodésiques, parmi toutes les
géodésiques considérées, qui sont des limites uniformes de géodésiques d’une approximation de la métrique
faible par des métriques fortement convexes. Nous appellerons ces géodésiques les géodésiques spéciales, ce
terme est inspiré de la notion de distinguished geodesics de Busemann [BP87]. Dans ce chapitre, nous allons
construire des géodésiques spéciales, une application exponentielle pour ces géodésiques et ensuite démontrer
un théoreme de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales. 1l est intéressant de voir alors qu’en partant d’un
champ d’ouverts étoilés autour de I’ origine, les constructions du chapitre 2 donnent une métrique finslérienne
faible non-strictement convexe, mais qu’en sélectionnant des géodésiques spéciales de cette métrique convexi-
fiée, nous obtenons tout de méme (sous certaines hypotheses de régularité et de complétude) un théoreme de
Hopf-Rinow, affirmant en particulier que chaque paire de points est reliée par géodésique spéciale réalisant la

distance entre ces points.

5.1 Géodésiques Spéciales

Dans [BP87, pages 22-23], Busemann introduit une notion de géodésiques "distinguées" (Distinguished geo-
desics dans le texte), qu’il définit par une liste d’axiomes. Nous définissons ci-dessous une notion de “géodé-
siques spéciales” sur les variétés finslériennes faibles qui sont un cas particulier des géodésiques distinguées
de Busemann.

Dans ce chapitre, nous définissons ces géodésiques spéciales et étudions leur propriétés. Puis nous construi-
sons une application pour ces géodésiques et démontrons un théoreme de type Hopf-Rinow. Pour ce faire,

nous allons utiliser des méthodes provenant de la géométrique convexe et de 1’analyse.

Considérons une variété différentiable M et F' : TM — R, une métrique finslérienne faible localement de
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classe C31 (c’est a dire que F est de classe C? et les dérivées partielles d’ordre 3 sont Lipschitz). Donnons-

nous également une métrique riemannienne auxiliaire lisse sur M, que nous noterons h.

Définition 5.1. Pour ¢ > 0, 1a métrique finslérienne
F.=+\/F?2+¢h

s’appelle la métrique fortement convexifiée de F, relativement a (h, ¢).

Remarque 5.2. La métrique auxiliaire h est choisie de fagon arbitraire, il est toutefois important de la choisir
de méme régularité que la métrique finslérienne F', ou plus réguliere. La métrique de Binet-Legendre, définie
et étudiée dans [MT12] et [Mat17] est un candidat naturel de métrique auxiliaire, toutefois, elle n’est définie

que pour les métriques finslérienne F’ finies et non-dégénérées.

Définition 5.3. Soit { F.} une famille de métriques finslériennes de régularité C>! fortement convexes sur une
variété M. Nous disons que {F;} vérifie la condition A(\,n) sur ’ouvert U si les conditions suivantes sont

satisfaites :
(i) 0 <n <Inj(F,z)pourtoutx € Uet0 < A

(ii) Pour tout x,y € B(xo,n) ettoutt € [0, 1] nous avons

t
1 e(@y) < de(2(t),y(t) < tAde(z,y),
ol z(t) est la géodésique de xp a = et y(t) est la géodésique de xg a y et d. est la distance induite par
F..
On dira que la famille { .} vérifie localement la condition A(+, ) si chaque point de M admet un voisinage
U C M et des constantes A\, > 0 telles que A(\, 7).

Remarque 5.4. Notons que la condition A(1,7) exprime le théoreme de Thales de la géométrie euclidienne.
Pour cette raison nous dirons que la famille de métrique finslériennes { F; } est A, n—quasi-Thalés si tout point

admet un voisinage vérifiant A(\, 7).

Dans la suite, nous allons supposer que la famille de métriques fortement convexifiées F; est toujours locale-

ment A\, n—quasi-Thales.

Rappelons que dans un systeme de coordonnées locale, le tenseur fondamental de F' est noté g;; (voir défi-
nition 1.4). Ce tenseur n’est pas défini positif si la métrique n’est pas fortement convexe, toutefois le tenseur

fondamental de F;, donné par

. 19, 1 0

95 = 3guae e~ 2gugw " T =g tehy e-b

est défini positif car h est une métrique riemannienne, F; est donc une métrique finslérienne fortement convexe
et de régularité identique a celle de F' car nous avons supposé que h est lisse. Nous pouvons alors écrire

I’équation des géodésiques pour F; de la facon habituelle
i+ Ak (e)i'dl =0, (5.2)
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ou les

k 1, g [09, | 995, 9g5;
7ij(€) = 5(g7)™ { 50l T out B (5.3)

sont les symboles de Christoffel généralisés et (g°)% est le coefficient du tenseur fondamental inverse (g¢)~*

(voir chapitre 1).

Comme nous avons supposé que F est de classe C*', on a g5; de classe ! et les 7}’ () sont donc Lipschitz.
Avec le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, on déduit que les géodésiques différentielles de F¢, qui sont les solu-
tions de 1’équation (5.2), existent localement, sont C2, et sont uniques pour des conditions initiales données
dans T'M.

Définition 5.5. 1. Soit (M, F) une variété finslérienne telle que la métrique F est de régularité C>!, nous

appelons e-géodésiques les géodésiques de F; et les notons °.

2. Soit (M, F) une variété finslérienne faible de régularité C3!. Une géodésique métrique v : [a,b] — M
est appelée géodésique spéciale s’il existe une suite de e-géodésiques qui converge uniformément vers

v lorsque ¢ tend vers 0.

L’objet de ce chapitre est donc 1’étude des géodésiques spéciales.

Proposition 5.6. Soient M une variété différentiable et F une métrique finslérienne faible de classe C>' sur
M. Donnons-nous une métrique riemannienne auxilaire h de classe C>' et notons F, la métrique fortement

convexifiée de F. Alors la distance df_ converge ponctuellement vers dp, i.e. pour tous x,y € M on a
e—0

Démonstration. Pour tout domaine compact X C M, il existe une constante C' < 0 telle que pour tout x € K

etv € T, K nous avons )
Eh:,;(v,v) < F%(z,v) < Chy(v,v).

Ceci implique que
F2(x,v) = F2(z,v) + ehy(v,v) < F?(z,v) + eCF?(z,v) = (1 4 eC)F?(z,v).
D’autre part, par définition de F;, nous avons d(z,y) < d.(z,y). Par conséquent nous avons
d(z,y) < de(x,y) < V14 eCd(z,y),

pour tous x,y € M, ce qui prouve la proposition. O

Remarque 5.7. Nous pouvons également démontrer que d.(x, y) converge vers d(x, y) uniformément sur M,

mais ceci demande un peu plus de travail et n’est pas utile dans la suite.
Corollaire 5.8. Les géodésiques spéciales sont des géodésiques métriques.

Démonstration. La preuve est immédiate par la proposition précédente. O

Dans le cas d’une norme de Minkowski sur un espace vectoriel, on a le résultat suivant :
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Proposition 5.9. Si la métrique auxiliaire est la métrique euclidienne, les géodésiques spéciales d’une mé-

trigue de Minkowski sont les droites euclidiennes paramétrées affinement.

Démonstration. Soit F' une métrique de Minkowski sur R™, nous constatons en premier lieu que F; :=
V/ F? + ehpye est une norme de Minkowski strictement convexe, donc projective. Pour tout ¢ > 0, les
géodésiques de F sont donc des droites euclidiennes. Une limite uniforme de droites euclidienne est une

droite euclidienne, donc les géodésiques spéciales sont des droites euclidiennes. O

Les géodésiques spéciales ne sont pas définies comme solution d’une équation différentielle ! et nous ne
savons donc a priori rien au sujet de leur régularité. Notre premier résultat affirme que sous 1’hypothese
A, n—quasi-Thales, ces géodésiques sont différentiable.

Théoréme 5.10. Soit (M, F) une variété finslérienne faible, de régularité C>' et h une métrique rieman-
nienne auxiliaire compleéte sur M. Supposons que la famille de métriques fortement convexifiées F, =
V F? + ch est localement X\, n—quasi-Thalés, alors les géodésiques spéciales de F sont dérivables.

Démonstration. Soit ¢ : [0, ¢] — M une e-géodésique paramétrée naturellement. Fixons xg = 7°(0) € M et
U C M une carte autour de x telle que dans ce systeéme de coordonnées, ¢y = 0. Dans cette carte, comme les
métriques considérées sont continues, sans perdre de généralité, elles sont bilipschitz a 1a métrique euclidienne

|.| sur U, c’est a dire qu’il existe A > 0 tel que
1
71y —al < de(z,y) < Aly —2].

Cette propriété et le fait que pour tout € > 0, la métrique F; est uniformément A\, n—quasi-Thales impliquent

que pour tout z,y € U et toutes e-géodésiques x(t) de 0 a x et y(t) de 0 a y, nous avons

t
Ty =l < ly() = 2()] < ANy — 2. (5.4)

Soit v = lim._,o 7. une géodésique spéciale issue de 0, alors pour tout 17 > 0 et pour tout %, il existe J; > 0

tel que si € < d1, alors
Ui

A2\

Nous savons que pour tout € > 0, la courbe ¢ est de régularité C2, donc elle est dérivable, soit donc v = 4°(0)

[y(#) == ()] <

c’est a dire que pour tout 1 > 0 il existe o > 0 tel que si || < d2, pour tout € > 0 nous avons

‘ ()
t

€

n
< -.
3

Comme ~° est supposée paramétrée naturellement, v, est une suite uniformément bornée, donc quitte a passer

a une sous-suite, il existe v € Told tel que pour tout 1 > 0, il existe d3 > 0 tel que si € < d3 alors

|ve —v| <

w3

1. Remarquer que la matrice g;; = lim. 0 g;; n’est en général pas inversible et donc les les symboles de Christoffel générali-
sés 5.3 ne sont a priori pas définis.
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Nous avons alors, par I'inégalité 5.4 et les trois inégalités précédentes que pour tout n > 0, si [t| < d2 et

£ < min{d1, d3}, alors

t t e(t e(t
0| <[t FO FO
t t t
€
t
< 20 7701+ T o] o ol
n,n, n_
S3t3tazo
ce qui implique que -y est différentiable en t = 0 et 4(0) = v. O

Nous avons donc construit une classe de géodésiques différentiables et distinguées pour une métrique finslé-

rienne faible non-strictement convexe de régularité C3:1.

Remarque 5.11. * En prenant une métrique riemannienne auxiliaire projective, nous constatons que les
géodésiques spéciales des métriques finslériennes projectives sont des droites euclidiennes.
* Ainsi que montré dans 1’exemple ci-dessous, les géodésiques spéciales dépendent du choix de la mé-

trique auxiliaire.

Exemples. Soit S un triangle équilatéral euclidien que nous représentons dans R? comme I’enveloppe
convexe S = Conv((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)). Nous équipons S avec sa métrique de Hilbert. La mé-
trique de Hilbert est projective (voir [Pap09]). Nous construisons des géodésiques spéciales pour cette
métrique de Hilbert en prenant la métrique euclidienne comme métrique riemannienne auxiliaire. Les
géodésiques spéciales ainsi obtenues sont alors les droites euclidiennes.

Construisons maintenant une métrique riemannienne g sur le simplexe, de telle sorte que les géodésiques
spéciales obtenues en prenant g comme métrique auxiliaires, ne sont pas les droites euclidiennes.

Soit @ = {(z,y,1) € R? | 2,y > 0,z = 1} vu comme le premier quadrant de R?, alors I’application
® : (r,y,2) — (%,%,1) induit une isométrie entre S et Q. Cette isométrie est projective, donc les
droites de S sont envoyées sur des droites de ). Considérer maintenant 1’application ¥ : (z,y,1) —
(log(z),log(y)) € R2. Cette application induit une métrique de Minkowski sur R?, en effet elle est
invariante par translation et finslérienne. Cette métrique est donc projective.

Toutefois, ¥ n’est pas projective, donc les droites euclidiennes de R? ne sont pas envoyées sur les droites
euclidiennes de () par ¥ 1.

Dans le cas d’une métrique de Minkowski, par le lemme 5.9 nous savons qu’en prenant la métrique
euclidienne comme métrique auxiliaire, les géodésiques spéciales sont les droites euclidiennes. Définis-
sons g = (@71 o U™ 1)*gp,., les géodésiques spéciales associées a g sont le rappel par @~ o U~! des
droites euclidiennes dans S, et ne sont pas des droites euclidiennes car cette application n’est pas une

isométrie projective.
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5.2 Exponentielle spéciale

Nous pouvons maintenant construire une application exponentielle, de la méme maniere que 1’exponentielle
riemannienne, mais pour une géométrie finslérienne faible, non-strictement convexe et de régularité C>1.

La technique de construction de I’exponentielle spéciale est la suivante :

Nous savons que pour € > 0 et une métrique riemannienne auxiliaire compléte h, la métrique finslérienne
fortement convexe F. := v/ F'2 + ¢h induit une équation des géodésiques, dont les solutions (étant donné des
conditions initiales (z,v) € T'M) existent et sont uniques dans un ouvert I/ autour de x. Nous rappelons
que les géodésiques de F; sont appelées les e-géodésiques. Nous allons étudier et définir une exponentielle
spéciale, comme étant une limite lorsque € tend vers 0 des exponentielles finslériennes des métriques Fr.
L’existence et I'unicité de 1’application exponentielle finslérienne correspondant a une métrique finslérienne

fortement convexe et de régularité C>! est garantie par les résultats de [BCS00, page 126].

Définition 5.12. Soit (M, F) une variété finslérienne faible, dont la métrique est de régularité C*'. Etant
donnés ¢ > 0 et zg € M, I"application e-exponentielle, notée exp,, : {de C Ty M — M est définie par

expg (v) = 7,(1),

ou 5 : [0,¢] — M estla e-géodésique telle que v5(0) = = et 45(0) = v. Ici Q. C Ty, M est le domaine de

I’application exponentielle de F; au point zg.

Le but de cette section est a nouveau de faire tendre € vers 0. Le fait que pour tout e > 0, la famille de métriques
fortement convexifiées F; est A\, n—quasi-Thales (voir définition 5.3) assure que le rayon d’injectivité de exp®

au point x ne tend pas vers 0 lorsque ¢ — 0.

Remarque 5.13. Soit (M, F) une variété finslérienne faible, dont la métrique est de régularité C>! et {F.}
une famille A, n-quasi-Thales de métriques fortement convexifiées de F', alors F' est A\, n—quasi-Thalés en
restreignant la classe des géodésiques considérées aux géodésiques spéciales de F'. Ceci est évident car la

suite des distances d. converge uniformément vers dr, par la proposition 5.6.

Cette définition synthétique force I’application exponentielle des métrique finslériennes faibles C>! i étre bien
définie et bijective sur la boule By (g, 7), pour une métrique fortement convexe et C>!, c’est que nous allons

montrer dans cette section.

Par la section précédente, nous savons que toute limite uniforme de e —géodésique est une géodésique. Toute-
fois il s’agit de montrer que la suite des e—exponentielles contient une sous-suite convergente, dont la limite

sera appelée I’exponentielle spéciale.

Notation 5.14. Soit (M, F') une variété finslérienne faible et ) > 0, alors
B(anT]) = {1) €Ty M ‘ F(xo,v) < 77}

et
B(xg,n) ={z € M | dp(zo,z) < n}.
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Proposition 5.15. Soient (M, F) une variété finslérienne faible de classe C>* et h une métrique riemannienne
auxiliaire compléte telle que la famille F. := \/F? + ch est \, n—quasi-Thalés, alors pour tout vy € M, il
existe une application

O, B(xo, g) — M

telle que pour tout v € B(xo, 3) nous avons

Dy (v) = lim @, (v)

e—0
oit @, = expf, : B(wo, ) — M est la restriction de I’e—exponentielle a la boule B(xg, ).

De plus Uapplication ®, : B(xo, 3) C TpeM — B(xo, 3) C M est une bijection.

Démonstration. Montrons d’abord que lim. o ®5_(v) existe. Nous pouvons supposer que -y, est une géodé-

sique paramétrée naturellement et alors @ (v) = 5 (F:(v)), ce qui implique, si 0 < € < 1, que

A, 05, (0) < de, 5, (0)) = (5] o oy) = Fo0)

qui est borné. Ceci démontre que @7 = est uniformément bornée.
De plus, étant donné v € T, M fixé et v5 : [0,¢] :— M une e—géodésique paramétrée naturellement et de

vecteur tangent initial v, pour 0 < £ < lett,¢ € [0, ], nous avons
(5, (t), @5, (0)) < (D5, (tv), D5, (H'0)) = |t' =t Fe(v),

ce qui implique que la suite de fonctions ¢ + ®F (tv) est équicontinue en €. En appliquant le théoréme de
Arzéla-Ascoli (voir [Iva01]), il existe une sous-suite {cy } telle que limyg_, (I)?f) (v) converge. Nous appelons
cette limite &, .

Montrons que ®, est une bijection entre B(xo, 3) C Ty M et B(xo,3) C M.

Soient v, w € B(xo, ). Supposons que $y,(v) = Py (w), alors comme F est A\, n—quasi-Thales sur les

géodésiques spéciales nous avons que pour tout ,y € By, (xo,n),

0 = Ad(Puy (v), Pay (w)) = td((t), Y (t))

ce qui implique que 7, (t) = v,,(t) pour tout ¢, alors nous avons w = v, ce qui implique que P est injective
sur B(xo, 3).

Montrons que pour tout y € By, (0,7n) € M, il existe v € B(wo, 5) tel que ,,(v) = y. Pour tout e > 0,
comme @7 est un difféomorphisme local, elle est surjective sur une boule By, (w0, 4) car A, n—quasi-Thales,
donc pour tout y € By, (0, 3), il existe une suite {v:} C B(zo, 3) C Ty, M telle que la e-géodésique ~;_
joint x et y, c’est a dire ®F_(v.) = y. Or nous avons montré qu’il existe une limite aux suites e-géodésiques,
(qui sont les géodésiques spéciales), appelons ~y cette limite. De plus, par la proposition ??, les géodésiques
spéciales sont différentiables, donc v, converge vers v = 4(0), et nous avons bien ®,,(v) = y, ce qui prouve
la surjectivité de @, .

Nous avons donc prouvé que I’application @, est une bijection locale de B(xo, ) C T, M vers B(zg, 4) C
M et donc son rayon d’injectivité est plus grand ou égal a 3 > 0. O
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L’application ®,,, que nous venons de construire sera appelée I’exponentielle spéciale de F' en x :

Définition 5.16 (Exponentielle spéciale). Soit (M, F') une variété finslérienne faible de classe C*! et h une
métrique riemannienne auxiliaire compléte telle que la famille F. := +/F2 4 ch est A, 7—quasi-Thales, et
notons exp® : B(xg, 4) C TpyM — M I'exponentielle de F. (voir [BCS00]), alors I’ exponentielle spéciale
est I"application Spexp,, : B(xo, 4) — M définie par

Spexp, (v) = lim exp (v).
e—0

Remarque 5.17. On peut peut montrer que sous les hypotheéses de la proposition 5.15, I’application expy,, est

un homéomorphisme A-bilipschitz de la boule B(z¢,n) C Ty, M sur son image.

En effet, soient ¢ > 0 et vi,v2 € B(xo,n/2). Notons x(t) = expg (tv1) et y(t) = exp (tv2) les -
géodésiques définies par ces vecteurs et z = (1), y = y(1). La condition quasi-Thales dit alors que

1 de(x(t), y(t
Xde(‘rvy) S E((Zy()) S )\dé‘(xay)v
1
mais, par le théoréme 2.21, nous avons que 7yn% ;de(x(t),y(t)) = F.(x0,v2 — v1), par conséquent nous
_)
obtenons .
Xda(‘r’y) < Fa(xﬂvaQ - Ul) < )\dg(ﬂf7y)

Réciproquement, si 1’e-exponentielle est uniformément bilipschitz sur B(xg,7n/2) pour tout xy € U et pour

tout ¢ > 0, alors la condition A\, n—quasi-Thales est vérifiée pour la famille { F; }.

Nous pourrions étre tentés de conclure que I’exponentielle spéciale, qui est obtenue a la Proposition 5.15, est
un homéomorphisme sur son image, et méme une application bilipschitz, puisqu’elle est limite d’une suite
d’applications uniformément bilipschitz. Ce raisonnement n’est pas correct, car la suite ®7 = est uniformément
bilipschitz mais pour la suite de métriques Finslérienne F¢, toutefois elle n’est a priori pas uniformément

bilipschitz pour une métrique fixe, indépendante de €.

Nous ne pouvons donc pas conclure que I’exponentielle spéciale est une application localement bi-Ipschitz
et nous ne savons pas vérifier si elle est continue. Les exemples suivants montrent en effet qu’il est pos-
sible qu’une application bijective d’un ouvert du plan dans lui-méme, qui est limite ponctuelle d’une suite de

difféomorphismes n’est pas forcément continue.

Les exemples suivants montrent qu’une application bijective qui est limite ponctuelles de difféomorphismes n’est pas
nécessairement continue.

Exemples. 1. Tremblement de Terre circulaire : Considérons le disque
D*={(r0)eR*|0<f<2r et 0<r<1}

et définissons la suite o, : D? — D? d’applications C°° données par

G si
el ) = { (r,0 +7) si

_87
<r<l1,

™M o=

<
+

o= 3

Nous remarquons que 1’application . est un difféomorphisme du disque pour tout €. La limite ponctuelle 1ir% Ve
E—r
est bijective et elle est clairement discontinue.
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2. Tremblement de Terre radial : De la méme maniére, considérons I’application ¢ : D? — D? donnée par ¥(r, §) =

(fo(r),0) ou

Cette application est bijective mais n’est pas continue. De plus, nous pouvons 1’approximer par une suite de
difféomorphismes de D? en définissant une fonction lisse

fﬂr)z{Z s0=0

r si 0 =2m—¢,

et donc la suite de difféomorphismes ¢°(r, 8) = (f§(r), 6), qui converge ponctuellement vers ¢ lorsque ¢ — 0.

5.3 Théoreme de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales

Dans cette section nous démontrons un théoreme de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales. En fait, nous
allons prouver que dans une variété complete et connexe, il existe une géodésique spéciale minimisante entre
chaque paire de points. Ce résultat vient du constat que le théoreme de Hopf-Rinow riemannien [GHL04] et
finslérien classique [BCSO00], est un résultat de géométrie métrique et sa preuve n’utilise que des propriétés
topologiques et métriques de I’exponentielle. Il a donc fallu définir un substrat d’exponentielle dans le cas
de la géométrie finslérienne faible, ce qui a été fait dans la section précédente. Nous avons donc les outils

nécessaires a une adaptation de la preuve du théoreme de Hopf-Rinow a la géométrie finslérienne faible.

Tout le long de cette section, (M, F') est une variété finslérienne faible telle que la métrique finslérienne

F : TM — Rest C3! et telle que les e—approximations fortement convexes de F' sont \, n—quasi-Thalgs.

Définition 5.18 (Géodésiquement complet). Une variété finslérienne faible (M, F') est dite géodésiquement
compleéte en avant® pour les géodésiques spéciales si toute géodésique spéciale est définie (ou prolongeable)

jusqu’a +-o0.

Dans le but d’énoncer une généralisation du théoréme de Hopf-Rinow aux géodésiques spéciales, nous défi-

nissons une version faible de la notion d’espace métrique complet.

Définition 5.19. Soit (X, d) un espace métrique faible. Une suite {x,, }nen C X est dite de Cauchy vers avant
si

lim sup d(zg, zmy) = 0.
k=00 >k

L’espace métrique faible (X, d) est dit métriquement complet vers avant si toute suite de Cauchy vers 1’avant

converge.

Une application standard du théoréme de Arzela-Ascoli nous permet de prouver que si une variété finslé-
rienne faible est complete, alors chaque paire de points est reliée par une géodésique métrique. Le résultat
suivant nous dit que sous I’hypothese A\, n—quasi-Thales, il existe une géodésique spéciale reliant deux points

quelconques.

2. En anglais cele ce dit forward complete.

118



5.3. THEOREME DE HOPE-RINOW POUR LES GEODESIQUES SPECIALES

Théoréme 5.20. Soit (M, F') une variété finslérienne faible connexe de régularité C>* telle que la famille
des métriques fortement convexifiées { F.} est localement \,n—quasi-Thalés. Si (M, F’) est géodésiquement
compléete pour les géodésiques spéciales, alors pour tout x,y € M il existe une géodésique spéciale de

longueur minimale joignant x a y.

Démonstration. Dans cette démonstration, nous adaptons les arguments de la preuve classique du théoreme
correspondant en géométrie riemannienne. Notons d = dp(z,y) et considérons 0 < ¢ < min{d,n(z)}
ou 7n(x) est le rayon maximum de la boule autour de x ou les approximations fortement convexes de F' sont
A, n—quasi-Thalgs, alors @, est une bijectionde {v € T, M | F(v) < n}sur B(z,n) = {p € M | d(x,p) < n}.

Par continuité de la distance et par compacité de la sphere, il existe un point y; € 0B(x, ¢) tel que
dr(y1,y) = min{dp(z,y) | z € 0B(x,e)}.

Comme I’application exponentielle spéciale est une bijection entre ces domaines, il existe un vecteurv € T, M
tel que F'(z,v) = € et Spexp,(v) = y1.

Soit alors () := Spexp,(tv1) ol v1 = % Comme nous avons supposé que M est géodésiquement
complete pour les géodésiques spéciales, nous avons que ~y est complete, c’est a dire qu’elle se prolonge sur
[0, 00[. De plus, v est paramétrée par la longueur d’arc car F'(v(¢),7(t)) = 1. Nous voulons montrer que
~v(d) = y, c’est a dire que "la géodésique ne manque pas sa cible". Remarquons pour cela que pour tout
t €1[0,d],ona

t> dF(x7'7(t)) > dF(x7y) - dF(’Y(t)a y)v (5.5)

et que ceci est valable méme si dp n’est pas symétrique. On considére maintenant I’ensemble J C R défini
par
J={sel0,d][d(y(s),y) =d—-s} CR

et on remarque que la condition y(d) = y est équivalente a d € J.

Notons que pour tous s,t € Rtelsque s € Jet0) <t < s,ona

dr(Y(t),y) < dp(y(t),7(5)) +dr(v(s),y) < (s —t)+d—s=d—t

et en appliquant I’équation (5.5) avec s = ¢, nous obtenons

d(y(t),y) =d—t

ce qui montre que pour tout 0 < ¢t < s,si s € J, alors ¢t € J. Ceci prouve que J est un intervalle. Il suffit

donc de montrer que J = [0, d]. Nous allons démontrer ceci par 1’absurde.

Nous savons que 0 € J et que ¢ € J. De plus, s — s + dp(v(s),y) est une application continue, ce qui

implique que J est un intervalle fermé.

Supposons par I’absurde que ¢y = sup J < d. Nous savons déja que {g > e etque tg € J.

Considérer y2 = 7(to) et prendre &’ > 0 tel que &’ < min{n(y2), dr(y2,y)}, alors Spexp,, est une bijection
entre {w € Ty, M | F(y2,w) < €'} et B(ya,€’) et, de la méme maniére que plus haut, soit y3 € 9B (y2,¢’)
tel que dp(ys,y) = min{dp(z,y) | z € 0B(y2,€")}.

Il existe donc w € Ty, M tel que F'(y2,w) = ¢ et y3 = Spexp,, (w) et tel que
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1. dr(ye,y) = dr(y2,y3) + dr(ys,y) =€ + dr(ys,y).
2. dp(y2,y) = d — to.
3. dp(z,y3) < dp(z,y2) + d(y2, y3).

Par 1) et 2), nous obtenons dp(ys,y) = d —to — €.

(
(

De plus, par 3), nous avons
d=dp(z,y) <dp(z,ys3) +dr(ys,y) <to+e' +d—tg— =d

ce qui force I’égalité
d= dF('Tv y3) + dF(y?n y)

Nous obtenons donc
dp(z,y3) =d —dp(ys,y) =d— (d—to— &) =to +¢".
Soit alors « : [0, g + '] — M une courbe donnée par

at) = { ~(8), si ¢ € [0, to]

Spexp,, ((t — to)w1), sito € [t,to + €]

v
F(y27 w) '
Alors, par définition on a a(0) = z, a(tg) = y2 et a(tp + €) = y3, ce qui implique

Oflwl =

o) =tg+ & =dp(z,y3) = dp(a(0),aty + ).

Cette derniere égalité implique que « est géodésique minimisante, donc a(t) = (t) pour tout t € [0, tg + €’
et donc
dr(y(to +¢),y) = dr(ys,y) = d —to +¢')

et alors ty + ¢’ € J ce qui est en contradiction avec la définition de ¢y, donc ¢ty = d et alors J = [0, d].
Par conséquent, dr(v(d),y) = d — d = 0, donc 7|[g g est une géodésique spéciale de longueur d (minimale)
allant de x a y. O

Corollaire 5.21. Soit (M, F') une variété finslérienne faible connexe de régularité C>* telle que la famille
des métriques fortement convexifiées { F.} est localement \,n—quasi-Thalés. Si (M, F’) est géodésiquement
complete pour les géodésiques spéciales, alors I’application Spexp, : T, M — M est bien définie et surjec-

tive.
Nous somme maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de Hopf-Rinow pour les géodésiques spéciales.

Théoréme 5.22 (Hopf-Rinow spécial). Soit (M, F') une variété finslérienne faible connexe de régularité C*'
telle que la famille des métriques fortement convexifiées { F.} est localement \,n—quasi-Thalés. Alors nous

avons !

A. Si (M, F) est géodésiquement complete en avant pour les géodésiques spéciales alors elle est métrique-

ment complete vers I’avant.
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B. Si (M, F) est métriquement compléte en avant et si de plus I’exponentielle spéciale en un point xo € M

est continue, alors (M, F) est géodésiquement compléte en avant.

alors (M, F') est géodésiquement compleéte pour les géodésiques spéciales si et seulement si elle est compléte

vers [’avant.

Démonstration. A. On suppose par 1’absurde que M est complete en avant mais pas géodésiquement complete
en avant pour les géodésiques spéciales. C’est a dire qu’il existe une géodésique spéciale v : [0, £[— M ,qui ne
s’étend a aucun intervalle [0, £ + [, avec € > 0, en restant une géodésique spéciale. Sans perdre de généralité,
nous pouvons supposer que -y est paramétrée par la longueur de I’arc
Considérer une suite croissante {t;},cny C [0, £] qui converge vers ¢ et noter ¢; = (t;). Nous avons alors,
pours < j,

dr (i, 45) < Lr(Veoey) = It — til.

Par conséquent, la suite {¢; } est de Cauchy vers I’avant, et donc converge vers un point g € M.

Soit W un voisinage de ¢ tel qu’il existe § > 0 tel que W C Spexp,, (T Bs) ou Ty Bs = {v € T, M | F(v) < 4}
(nous appelons boule géodésique I’'image par 1’exponentielle spéciale d’une boule dans le tangent). Comme
W est ouvert dans M et contient g, pour j suffisamment grand, g; € VV et nous pouvons aussi supposer que
t; < £ — 6. Donc, par construction, B(g;, d) est une boule géodésique et contient WW. Par construction de la
boule géodésique B(gj, ), toute géodésique spéciale issue de ¢; existe au moins sur un intervalle [0, J[.

En particuliers, la géodésique spéciale donnée par 0(0) = ¢; et 5(0) = 5(t;) existe sur [0, 6] et coincide avec

v, donc elle est une prolongation de -y, ce qui est une contradiction et prouve donc I’ affirmation A.

Pour prouver I’affirmation B, on suppose qu’il existe un point x tel que toute géodésiques issue de ce point
s’étend sur [0, oo[ et que Spexp, : T'M — M est continue. On doit montrer que toute suite de Cauchy vers
I’avant de M converge.

Soit donc {z; };ey C M une suite de Cauchy vers ’avant et choisissons pour tout ¢ une géodésique spéciale
7i(t) = Spexp,, (tv;) paramétrée naturellement, et reliant z a ;. Si on note d; = dr(x,x;), alors x; =
Spexp,, (div;). L’existence d’une telle géodésique est garantie par le théoreme 5.20.

La suite {d;} est clairement bornée dans R et la suite {v; },cry est contenue dans la boule unité de 7,,, M. Par
conséquent est {d;v; };cn est une suite bornée dans T, M et il existe donc une sous-suite {d;, v;, }ren qui
converge vers un vecteur v € T, M. En utilisant I’hypothése que I’exponentielle spéciale en z( est continue,

nous concluons que
lim x; = lim Spexpgc0 (diyviy,) = SpexpxO (zliglo d;, vi,) = Spexpxo(v).

1—00 1—00

Le théoreme est démontré. O
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Chapitre 6

Géométrie systolique Finslérienne

Les résultats de ce chapitre ont été développés conjointement avec Louis Merlin, ancien membre et ami du

groupe Troyanov.

Les métriques finslériennes sont une généralisation des métriques riemanniennes, c’est pourquoi, dans plu-
sieurs cas, les résultats riemanniens sont sensiblement améliorés en se placant dans le cadre des métriques
finslériennes. Par exemple pour des questions d’entropie minimale, nous pouvons comparer [BCG95] (rie-
mannien) et [Ver99] (finslérien) ou pour la question de volume minimal d’un disque de rayon donné, voir
[CCLW17] (riemannien) en comparaison avec [Cos20] (finslérien). Dans notre travail avec Louis Merlin,
nous avons trouvé un exemple de variété finslérienne singuliere ayant des propriétés systoliques a mi chemin
entre les variétés de Zoll [Bes12], qui sont des 2-spheres dont toutes les géodésiques sont fermées et de méme
longueur, et la sphere de Calabi-Croke [Cro88], [Bal10], [Sab09], qui est I’exemple actuel ayant le ratio sys-
tolique le plus grand connu. La question du ratio systolique a été posée par Mikhail Gromov en 1986 dans
son article intitulé "Filling Riemannian Manifolds" [Gro83] et développée par Mikhail G- Katz dans [Kat07].
Classiquement, la systole est la longueur de la plus courte courbe fermée non homotope a 0 sur une variété rie-
mannienne. Toutefois dans cette thése nous ne définirons pas la systole de cette maniere car nous travaillerons
sur la sphére S?, qui est simplement connexe. C’est pourquoi, pour une métrique donnée, nous appellerons
systole 1a longueur de la plus courte géodésique périodique dans S?. Cette valeur n’étant pas invariante par
changement d’échelle, nous normalisons le carré de la systole par I’aire de la sphere. Le rapport entre le carré
de la systole et I’aire de la sphere sera appelé ratio systolique. Dans [Cro88], Christopher Croke démontre que
le ratio systolique est borné supérieurement, il est donc intéressant de chercher le ratio systolique optimal sur

une variété donnée, et c’est de cette question que part la construction que nous allons présenter ici.

Définition 6.1. 1. Soit g une métrique riemannienne sur la sphére S2. Nous appelons systole de g, et on

note Syst(g), la longueur de la plus courte géodésique périodique sur M.

2. Etant donné une métrique riemannienne ¢ sur S?, nous définissons le ratio systolique de g par

_ Syst(g)?
P08 = i, €7
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3. Nous appellerons ratio systolique optimal le supremum sur I’ensemble des métriques riemanniennes
des ratios systoliques

p(S%) = sup pg(S?).

Nous allons maintenant décrire un des bons candidats a I’optimalité du ratio systolique riemannien, qui induit
également un maximum local pour le ratio systolique finslérien. Dans [Cro88], il est conjecturé que le ratio
systolique riemannien optimal sur S? est atteint par la métrique de Calabi-Croke, qui est définie de la maniére

suivante :

Considérons le double d’un triangle équilatéral euclidien de coté de longueur 1, c’est a dire deux copies d’un
triangle équilatéral recollé par isométrie le long de leur bord. La surface obtenue est une sphere plate avec trois
singularités coniques, son aire vaut @ et sa systole est notamment réalisée par la réunion des deux hauteurs
(une dans chacun des triangles) issues d’un méme sommet. La longueur de la systole est égale 4 /3 et le ratio
systolique de la sphere de Calabi-Croke est donc 2+/3.

Il a été démontré dans [Bal10] et [Sab09] que la sphere de Calabi-Croke riemannienne est un maximum local

pour le ratio systlique.

Dans [Sab09], il est prouvé que le ratio systolique de la sphere de Calabi-Croke munie de la métrique de
Minkowski dont la boule unité dans R? est donnée par le parallélogramme de sommets (0, 1), (1, @) (0,—3).
(— %, _T\/g) aun ratio systolique égal a 37” En effet, le tore plat de la figure 6.1 muni de la métrique finslérienne
décrite plus haut est d’aire de Holmes-Thompson % pour la métrique finslérienne décrite plus haut. De plus,
ce dessin représente un revétement a trois feuillets, ramifié en trois points de la sphere de Calabi-Croke, donc
le volume de la sphere pour cette métrique est % X %, et la systole est de longueur 2 pour cette métrique, ce
qui donne un ratio systolique de 37” Ce revétement ramifié est la construction de base de [Ball0], reprise par
[Sab09], qui permet également de démontrer 1’optimalité locale des métriques de Calabi-Croke en appliquant

I’inégalité systolique de Loewner [Bes51] sur le tore plat.

FIGURE 6.1 — Revétement ramifié sur trois points, a trois feuillets, de la sphere de Calabi-Croke. Les parties
bleues représentent un hémisphere et les parties rouges 1’autre. En considérant les identifications des bords de
ce parallélogramme, nous constatons que ce revétement est un tore plat.

D’autre part, il existe une classe de variétés riemanniennes homéomorphes a la sphere dont toutes les géodé-
siques sont fermées et de méme longueur. Ces variétés s’appellent des variétés de Zoll [Bes12]. Elles ont un

ratio systolique de 7, qui est certes plus petit que le ratio systolique de la sphere de Calabi-Croke, mais dont
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I’intérét pour la systole réside dans le fait que par la réunion des systoles forment une partie dense du fibré

unitaire tangent a la sphere.

Le théoréme que nous démontrerons dans ce chapitre donne un exemple explicite d’une métrique sur la sphere
dont le ratio systolique est plus grand que le ratio systolique des métriques de Zoll, mais conservant tout de
méme la propriété qu’il existe une systole passant par chaque point de la sphere. La construction de cette
sphere est inspirée de I’article de Marcos Cossarini et Stéphane Sabourau [Cos20].

Remarque 6.2. Dans la suite de ce chapitre, nous élargissons la classe des métriques considérées pour le
ratio systolique a la classe des métriques finslériennes faibles. Les définitions de la systole, du ratio systolique
et du ratio systolique optimal restent les méme, excepté que les métriques considérées sont des métriques

finslériennes et que le volume associé est le volume de Holmes-Thompson, défini dans le chapitre 1.

Le théoreme prinsipal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 6.3. 11 existe une métrique finslérienne faible lisse sur la sphére S* dont le ratio systolique est

arbitrairement proche de %’T et telle que chaque point de la sphere appartient a une systole.

6.1 Le disque finslérien de Cossarini-Sabourau

Nous allons ici décrire une métrique finslérienne faible sur R? dont le disque de Cossarini-Sabourau sera
la boule unité. Cette construction provient de [Cos20], toutefois nous n’utiliserons pas la description de la
métrique utilisant la géométrie intégrale. Nous allons définir une métrique finslérienne faible de maniere
explicite. Cette métrique est donnée par la somme des longueurs des images des trois projections d’un vecteur
sur les demi-droites Ly = {tei%““%w |t > O} C C = R2, comme illustré dans la figure 6.2. Toutefois, pour

les calculs, il est plus aisé de définir cette métrique de la fagon suivante :

Définition 6.4. Soient 6, 01,05 : R? — R les trois formes linéaires définies par

* Og(vi,v2) = vo,

1
° 01(,0171)2) - _§U1 + 5’027

b 02(’01,’[}2) = @’U — %Ug.

Définissons également trois fonctions de Heaviside hg, h1, ho : R? — {0, 1} données par

1 si Qi(azl,xg) Z 0
0 si 91(%1,1‘2) <0

hi(xy,22) = {

La métrique finslérienne faible de Cossarini-Sabourau sur le plan R? est définie par

2

Fos((z1,@2), (v1,02)) = Y hi(w1, 2)[0;(v1, v2)]. (6.1)
i=0
Remarque 6.5. * Un autre description de la métrique de Cossarini-Sabourau est donnée par la longueur

des courbes. Etant donné une courbe v : [a,b] — H, nous pouvons définir sa longueur finslérienne de

la maniére suivante

124



6.1. LE DISQUE FINSLERIEN DE COSSARINI-SABOURAU

¢ = Card (7, (~(t))) dt
() k:OZ / Card (. (1)

ou 7y, désigne la projection orthogonale sur L. Il est facile de voir que cette autre définition engendre
la méme géométrie sur H. Cette facon de voir la métrique de Cossarini-Sabourau permet de parler de
projection de courbes dans H sur les demi-droites Ly.

* Nous parlerons également de contribution d’une courbe v : [a, b] — H sur Ly, définie par

Contribution de 7y sur L, = / Card (7' (v(1))) dt
Ly,

* Remarquons que la métrique de Cossarini-Sabourau est une métrique finslérienne faible, la positivité et
I’inégalité du triangle sont aisés a démontrer. De plus, cette métrique est dégénérée, car, au voisinage
des droites Ly, les directions perpendiculaires a ces droites sont dégénérées car ce sont des métriques
isométriques a la norme sur R? donnée par ||(v1, v2)||geg = v

* La métrique ainsi décrite est une norme de Minkowski faible par morceaux, en effet le plan R? est séparé

en 6 secteurs, définis par

; k k+1
Ak:{z:rew‘ECTZO et ;r<04<(+3)ﬂ-}, (6.2)
pour £ = 0,...,5 et chaque secteur est équipé d’une norme de Minkowski faible. En particuliers, pour

k = 0,2, 4 la métrique est la métrique ¢! et pour k = 1, 3, 5 la métrique est dégénérée dans la direction

orthogonale (euclidienne) a la demi-droite Ly.

La métrique finslérienne faible Fog induit donc une distance faible entre chaque paire de points de R?. Nous

noterons cette distance dcs = dp .

Définition 6.6. Etant donné 1’espace métrique (R?, dcs), le disque de Cossarini-Sabourau, noté H, est la
boule unité pour la distance d¢og la métrique dog restreinte a H sera notée dy (voir figure 6.2).

Proposition 6.7. Le volume de Holmes-Thompson de H muni de la métrique Fog vaut g.

Démonstration. Nous remarquons que la boule unité est un hexagone dont les intersections avec les secteurs
A, C R2 forment 3 triangles équilatéraux équipés de la métrique ¢* et 3 triangles équilatéraux dégénérés.
Nous pouvons donc calculer directement le volume en additionnant les volumes des triangles ', qui sont des

quarts de boule unité pour la métrique ¢'. Nous avons donc

X

3 8 6
VOIHT (H) = Z X VOIHT (H) = ; ;

o

O]

Le résultat suivant, dii a Cossarini-Sabourau [Cos20], énonce les principales propriétés de 1’espace métrique
(H, dy).
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Proposition 6.8. 1. L’espace métrique (H,dy) est la limite d’une suite d’espaces métriques finslériens
lisses et fortement convexes.
6

2. Le volume de Holmes-Thompson des approximations C* de (H,dy,) converge vers .
3. Les géodésiques spéciales des approximations C*° sont des droites euclidiennes, et restent des géodé-

siques pour (H, dy).

Pour la démonstration de cette proposition exposée dans [Cos20], la métrique dy est définie comme une
métrique de Crofton et la preuve fait appel a des résultats techniques de théorie de la mesure et un résultat de
Pogorelov qui donne des conditions sur une mesure de Crofton pour que la distance associée soit finslérienne.

Ci-dessous nous présentons une autre preuve qui utilise les notions et les résultats développés dans cette these.

Démonstration. 11 s’agit de construire I’approximation. Commencons par construire une métrique lisse qui
approxime Fcg.

Soit n > 0 et définir F, cs((x,y), (v1,v2)) = Z?:o h](x,y)|0;(v1,v2)| ot b} sont des fonctions lisses telle
que

1 sib(x,y) >n

h!(z,y) =
# (@) 0 sifi(z,y) <-n

Dans un tel cas, pour tout 7 > 0, la métrique F;, ¢ est une métrique lisse, mais pas encore fortement convexe.
Pour construire une métrique fortement convexe, nous allons procéder selon la construction décrite dans le

chapitre 5.

Nous définissons la métrique fortement convexifiée de la métrique lisse F;, ¢ de la maniere suivante, pour
tout e > 0,

F;;,CS = \/(Fn,CS)2 + €Geucl

ol nous avons choisi la métrique euclidienne comme métrique riemannienne auxiliaire car la métrique de
Cossarini-Sabourau est une métrique de Minkowski par morceaux (donc projective), et nous désirons appli-

quer le lemme 5.9.

Lorsque ¢ — 0, la métrique Fﬁ,o g tend uniformément vers F;, cs. De plus lorsque n — 0, le volume tend

vers g qui est le volume du disque de Cossarini-Sabourau.

En effet, on considérant la construction de Frics’ nous remarquons que la boule unité de cette métrique
converge vers la boule unité de la métrique Fog, donc la boule duale converge également, ce qui implique
directement que le volume de Holmes-Thompson du disque de Cossarini-Sabourau muni de la métrique FriC g
converge vers %.

Les approximations étant des métriques fortement convexifiées de métriques de type ¢, les segments eucli-
diens sont donc des géodésiques pour ces approximations. En laissant tendre € vers 0, nous procédons a la
construction des géodésiques spéciales de F; cs, qui sont des segment euclidiens. En laissant tendre 7 vers
0, comme toutes les métriques sont projectives, les g€odésiques spéciales de F; ¢ convergent vers les géo-
désiques spéciales de Fog. Les choses se passent donc comme dans le chapitre 5 et donc les géodésiques

spéciales du disque de Cossarini-Sabourau sont des segments euclidiens. O

Remarque 6.9. Dans la suite, nous allons travailler uniquement avec les géodésiques spéciales, car nous nous

intéressons a des systoles, et en passant a la limite, les droites euclidiennes restent des géodésiques sans que
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nous n’ajoutions ou ne négligions de courbes plus courtes.

6.2 La sphere de Cossarini-Sabourau et son ratio systolique

Nous allons maintenant construire une sphére de facon similaire 2 la sphére de Calabi-Croke dans R2. Nous al-
lons prendre le double de I’hexagone (#, dy ), ¢’est a dire nous collons deux hexagones de Cossarini-Sabourau
le long de leurs bords pour obtenir une surface singuliere S> homéomorphe a la sphere de dimension 2. En
premier lieu, il s’agit de comprendre les géodésiques de cette sphére. Comme pour le disque de Cossarini-
Sabourau, nous allons étudier les géodésiques via des approximations finslériennes lisses. En vertu de la
proposition 6.8, nous savons déja que chaque hémisphere est approximable Dans notre construction, toutefois
il semble que nous avons ajouté des singularités, qui sont les 6 sommets de 1’hexagone. Ces 6 singularités
sont en fait des singularités apparentes qui, via une carte locale, peuvent étre supprimées, comme le montre

le lemme suivant.

Lemme 6.10. La métrique de Cossarini-Sabourau sur la sphere est approximée par des métriques lisse sur

chacun des sommets des hexagones ainsi que sur les deux centres.

Démonstration. Le lissage de la métrique au centre de I’hexagone a été fait dans la proposition 6.8. Pour les
sommets des hexagones, étant donné p € S? un sommet de H, remarquons qu’il existe une carte affine I

autour de p telle que la métrique Fog : TU — R s’écrit de la maniére suivante :

Fos(z,y) = || + h(z)]y|

h(m):{ 1 siz>0

0 siz<0

Nous pouvons donc lisser Fiog dans U en utilisant, comme dans la proposition 6.8, des approximations lisses

de la fonction de Heaviside h. OJ

Sachant que les géodésiques de (7, dy;) peuvent étre considérées comme étant les segments euclidiens, nous
pouvons alors comprendre le flot des géodésiques spéciales de la spheére de Cossarini-Sabourau. On note
p : S? — H la projection canonique.

Lemme 6.11. L’image par p des géodésiques spéciales de S* transverses au bord de H consiste en des

trajectoires de billard dans H.

Démonstration. A I’intérieur d’un hexagone, les géodésiques spéciales sont des lignes droites euclidiennes.
Lorsqu’une géodésique spéciale atteint le bord de 1’hexagone, elle le fait de maniere transverse. Les géo-
désiques transverses au bord continuent en ligne droite lorsqu’elles ont traversé le bord. Etant donnés deux
points p, g € S? tels que p et ¢ ne sont pas dans le méme hémisphere. Si la trajectoire entre p et ¢ n’était pas
une trajectoire de billard, il y aurait une autre droite plus courte entre p et ¢. La loi est donc la loi de réflexion
de Descartes. 0

Nous ne considérerons pas les géodésiques intersectant le bord de H sur un segment car elles n’interviendront
pas dans le calcul de la systole.

127



6.2. LA SPHERE DE COSSARINI-SABOURAU ET SON RATIO SYSTOLIQUE

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 6.12. La systole de (S?, dy ) vaut 4 et est atteinte par un segment passant deux fois par une hauteur
de H.

Démonstration. La propriété importante de 1’hexagone que nous allons utiliser est qu’il pave le plan. Ceci
sera trés utile pour étudier les géodésiques fermées de S2. Dans H, il n’y a pas de géodésique enfermée, nous
allons donc supposer que le point de départ des géodésiques appartient au bord de H.

Dans I’hexagone, il y a deux types de triangles équilatéraux dont un sommet est le centre de 1’hexagone, étant

donné k € 7 /37 nous avons :

En reprenant les notations des secteurs /! et des secteurs dégénérés décrites en 6.2, nous pouvons partitionner

‘H en 6 triangles équilatéraux portant deux sortes de métriques :

1. Les triangles a I'intérieur des secteurs A; pour j = 1, 3, 5 (contenants un segment de Ly,) seront appelés
triangles dégénérés, car la géométrie a I’intérieur de ces triangles permet des segments non triviaux de

longueur O (voir 6.2 pour la definition des A;).

2. Les triangles a I'intérieur des secteurs A; pour j = 0,2,4 (ne contenant pas de Lj) seront appelés

triangles (.

Dans le but de démontrer le théoréme, nous allons développer un formalisme symbolique pour les classes de

géodésiques ayant des trajectoires de billard intersectant les mé€mes suites de cotés de H.

Alphabet : La dynamique symbolique s’exprime par des mots écrits dans 1’alphabet
A= {(Lk, by, Oz/@j,ﬂk?j ‘ k,j€ Z/3Z} .

Construction des mots :

* Chaque intersection d’un triangle dégénéré contenant L avec le bord de H sera notée b et le coté
opposé A by, (appartenant  un triangle /') sera noté ay.

* Chaque mot commence soit par aj soit par by, car nous pouvons supposer sans perdre de généralité
qu’une géodésique fermée a pour point de base un point du bord de H.

* Les mots sont associés aux trajectoires de billard. Lorsqu’une trajectoire de billard touche un bord
de H, nous ajoutons la lettre correspondant a I’aréte que la trajectoire a rencontré. Par exemple, si la
géodésique touche ag, nous ajoutons ai au mot correspondant.

* Lorsqu’une géodésique coupe une diagonale de H, si la géodésique sort d’un triangle ' labellisé ay, et
entre soit dans le triangle dégénéré by, soit dans le triangle dégénéré by . Dans ce cas, nous ajoutons
la lettre oy, 41 OU v, k42 au mot correspondant a la géodésique.

* Lorsqu’une géodésique coupe une diagonale de H, si la géodésique sort d’un triangle dégénéré, labellisé
by et entre soit dans le triangle ¢! noté aj+1 soit dans le triangle 2! noté ajo. Dans ce cas, nous ajoutons

la lettre 3} 141 ou By k42 au mot correspondant a la géodésique.

Grammaire :
Nous allons maintenant définir une grammaire sur les mots représentant des classes de géodésiques. Cette

grammaire provient de la géométrie du billard euclidien dans I’hexagone.

1. Un ay, est toujours suivi par un 3 ; avecl = k 4+ 1oul = k + 2.
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a2
ai

L1 L2

ao

FIGURE 6.2 — Labélisation de I’hexagone et exemple de calcul de la longueur d’une trajectoire de type m =
apcg 2/32,1a1 dont une partie est dégénérée car perpendiculaire a Lo.

2. Un by, est toujours suivi par un o, ; avec l =k +1loul =k + 2.
3. Un qy; est toujours suivi par un by ou parun 3 j avec j = k +lou j =k + 2.

4. Un (3, est toujours suivi par un a; ou parun oy j avec j =k +1louj =k + 2.

Remarque 6.13. 11 est important de remarquer que nous désirons étudier les géodésiques fermées, donc chaque
mot doit contenir 3+2n lettres latines (n € N) car une géodésique qui a commencé sur "I’hexagone du dessus"
de la sphere doit se refermer en arrivant "par dessous”. De plus il est clair qu’un mot fermé doit se terminer

par la mé&me lettre que la lettre de départ.

Il s’agit maintenant de calculer la longueur de chaque géodésiques fermées et de remarquer que la plus courte
est forcément de longueur 4. Nous adoptons une stratégie visant a démontrer que la longueur de toute géodé-
sique fermée est plus grande ou égale a 4. Pour ceci, il faut borner inférieurement toutes les longueurs. Dans le
calcul de la longueur, il y a des mots qui reviennent souvent et dont la longueur est connue. Pour le calcul de
la borne inférieur de la longueur des géodésiques fermées, il suffira de repérer dans chaque mot représentant
une classe de géodésiques les mots que nous décrirons ici, en suivant une régle de lecture et de remarquer

ensuite que toute géodésique fermée atteint une longueur supérieure a 4 avant de se refermer.

Nous allons maintenant définir quatre type de mots finis qui nous aiderons & minorer les longueurs des géodé-

siques. Nous appelons ces mots des "mots magiques”.

Mots magiques :
Pour exprimer les mots magiques et leur longueur, nous allons utiliser la lettre G qui symbolisera toute lettre

grecque.

1. (Diametres) : Tout mot de type ax GGGy, ou b GGGay, est appelé un diametre de ’hexagone et a une

longueur 2. Un tel mot sera noté D (voir figure 6.3).
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bo

as ai

ag
FIGURE 6.3 — Diameétre

Remarque 6.14. 1l n’est a priori pas clair que la contribution en longueur de la projection sur L;
additionnée a la contribution de la projection sur Lo donne 1, toutefois, remarquons que la trajectoire
doit passer soit par les deux triangles les plus a gauche soit par les deux triangles les plus a droite.
Supposons que la courbe passe par les deux triangles de droite et notons (x,2) les coordonnées de
I’extrémité haute de la géodésique (\7—% <zr< %) La contribution sur L; provient de tous les triangles
sauf celui en by et la contribution sur Ly ne vient que du triangle en ag. Un calcul élémentaire montre
que la contribution sur L, est de # et que la contribution sur Lo est de @, ce qui se somme a
1.

. (Rayons) : Tout mot de type GGby, ou by, GG est appelé un rayon de I’hexagone et a une longueur 1. Un
tel mot sera noté ‘R (voir figure 6.4).

bo

as a1

bl bQ
ao
FIGURE 6.4 — Rayon

. (Losanges) : Tout mot de type Gai GG est appelé un losange et a une longueur 1. Un tel mot sera noté
L (voir figure 6.5).

. (Losanges croix) : Tout mot de type by18k+1 50k k+2bk+2 OU bpi2Bri2 pary ky1bk41 est appelé
un losange croix et a une longueur 2. Un tel mot sera noté CL (voir figure 6.6).

Remarque 6.15. Pour représenter les losanges et les losanges croix, nous avons utilisé un développement de

I’hexagone permettant de ne pas dessiner les géodésiques du flot de billard de maniere brisée mais avec des

segments euclidiens, ce qui rend beaucoup plus aisés les calculs de bornes inférieures a la longueur

Il s’agit maintenant de définir la regle de lecture d’un mot afin d’en trouver la borne inférieure pour la longueur.
Régles de lecture :
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as
bo b
1
bo
as
I, ¢ s
Yo, "
bl b2
ap

FIGURE 6.5 — Losange : les contributions sur Lg et sur L9 s’additionnent a 1.

a2

b
0 by

bo

a2

ag

b1 b2
ap

FIGURE 6.6 — Losange croix, les contributions sur Lo et sur Ly s’additionnent pour donner 2

1. Chaque mot se lit de gauche a droite.

2. Lorsque I’on tombe sur un mot magique m :
* Si m est un diametre, ne pas compter les rayons qu’il contient.
* Sim est un losange, ne pas compter les rayons qu’il contient
* Deux rayons peuvent étre imbriqués de deux manieres :
* Nous pouvons avoir un mot de type by GGb; avec l = k+ 1 ou! = k+ 2. Un tel mot a une longueur
2.
* Nous pouvons avoir un mot de type GGb;GG, un tel mot a une longueur 2 et nous ne comptons

pas les rayons qu’il contient.

Nous pouvons maintenant commencer 1’étude de cas des trajectoires fermées possibles et montrer que la borne
inférieure de la longueur est forcément 4, puis expliciter une géodésique fermée de longueur 4, ce qui prouvera
le théoreme. Par symétrie, nous n’analyserons que les trajectoires commengant par ag et sortant du premier
hexagone par b, a; ou by ainsi que les trajectoires commencant en by et sortant du premier hexagone par

as, by ou ag.
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Trajectoires partants de ay :
L

1. m = apaBabyBafby : Couvre exactement deux diametres, ce qui implique que ¢%(m) = 4. Les
N——

L
courbes fermées de ce types sont des systoles, car m est cyclique et de longueur exactement 4.
D R

——N— ——N— . . . .
2. m = agafBaby Bo,101 202 f2, 000,101 : Couvre un diametre et deux rayon, ce qui implique que £, (m) >
N—_——

R
4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

3. Il'y a deux possibilités pour le cas (3) :
L R

—_——— —_——
e m = apg2f2.1a101.0080.2a202 080180101 902820001 : Couvre deux losanges et deux rayons, ce
b b b b b b b b b b g y
N—— N——

L R
qui implique que ¢4;(m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m

n’est pas cyclique.
L L

— —
*m = apo,2P32,101001,080,20202,151,081,00000,282,10101,282,0 : Couvre quatre losanges, et ne se
N———— ———

L c
referme pas en revenant a ag car le nombre de lettres latines est 4 # 3 + 2n, ce qui implique que

l3(m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
L D

4. m = app,22,1a0101,282,000,10151,2002.050,1a1 : Couvre un losange, un rayon et un diametre, ce qui
N—_——

R
implique que f4;(m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est

pas cyclique.
R R

5. m = agap 2b202,101 0boBo,202,1b1 : Couvre quatre rayons imbriqués, ce qui implique que ¢4, (m) > 4.
A

R R
Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

D
N —
6. m = apap 2210101 232,000,101 51 202,080,101 : Couvre deux diametres, ce qui implique que £, (m) >
—_————

D
4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

R R

7. m = apap 2b2 82,101 0boPo,20e2,1b1 : Couvre quatre rayons imbriqués, ce qui implique que ¢4 (m) > 4.

R R
Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

L R

—— ——
8. ¢ m = apag,2b2 Ba1a1001,080,2 a2 0f0,1001,2b282 1001 9 : Couvre un losange, un diametre et un rayon,

N~

D
ce qui implique que f4;,(m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car

m n’est pas cyclique.
CL
——
* m = apap2b2 Ba1a10 0bo Bo2a202, 101 : Couvre deux losanges croix, ce qui implique que ¢4 (m) >
N———

cL
4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
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Trajectoires partants de b :
D

1. m = bySaBfapafaby : Couvre exactement deux diametres, ce qui implique que ¢4,(m) = 4. Les
———

D
courbes fermées de ce types sont des systoles, car m est cyclique et de longueur exactement 4.
D L

—— —_—
2. m = boB-a_B_ag 1,01 2a200,0080,1a11,050,2 : Couvre un diametre et deux losanges, ce qui im-
N— ———

C
plique que ¢4;(m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas
cyclique.
R R

3. m = bofo 202,101 51,000,202 : Couvre quatre rayon, ce qui implique que ¢7,(m) > 4. Les courbes de ce

R R
types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

R R

N ——
4. m = bpfo,202,1b11,2002,0bo : Couvre quatre rayon, ce qui implique que £4,(m) > 4. Les courbes de ce

R
types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
c cL

—_—~ —_——
5. m = boBoa2a2,1 581 0a000,252,1a1001,0bg : Couvre deux losange et un losange croix, ce qui implique
—_——

L
que /3 (m) > 4. Les courbes de ce type peuvent étre des géodésiques fermées mais sont plus longues

que des systoles.
cL

——
6. m = by Po2a20:2,1b1 1 00000202 : Couvre deux losanges croix, ce qui implique que £7,(m) > 4. Les
N———

cL
courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
cL R

—— —
7. m = by Bo,2a202 1b1 B1 000 20282, 0000,1 : Couvre un losange croix, puis deux rayons, ce qui implique
——

R
que ¢4, (m) > 4. Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.
cL
/_H . .. .
8. m = by o 20202101 by B1,0ap,2b2 : Couvre deux losanges croix, ce qui implique que f7,(m) > 4.
cL

Les courbes de ce types sont donc plus longues que la systole, car m n’est pas cyclique.

Nous avons donc vérifié toutes les possibilités de trajectoire, et obtenu que leur longueur était forcément
bornée inférieurement par 4. Nous avons donc montré que les trajectoires cycliques les plus courtes étaient
de longueur 4, ce qui implique que la spheére de Cossarini-Sabourau a une systole égale a 4. Nous savons que
nous n’avons oublié aucune trajectoire car nous sommes passés par toutes les possibilités, de plus, I’angle
84ep entre une trajectoire et le c6té de H ol commence la trajectoire satisfait 0 < Oy, < %’r, par symétrie de
I’hexagone. Sans perdre de généralité, si la trajectoire commence par ag le mot ne peut que étre complété de
trois manieres différentes :
* apap2bo, et alors I’angle aigu entre bs et la trajectoire est noté 6002 et nous avons 0 < %2 < % donc
la trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de /32 1, et ainsi de suite. Le nombre

de possibilité de trajectoires de billard diminue donc rapidement.
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* apo,232,1a1, et alors I’angle aigu entre a, et la trajectoire est noté §°“! et nous avons % < Qb2 < 5
donc la trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de a1 o, et ainsi de suite, le
nombre de possibilités de trajectoires de billard diminue donc rapidement.

* apap 22,101 pbo, et alors I’angle entre by et la trajectoire est noté g2bo et nous avons g < fwbo < 2%
donc Ia trajectoire ne peut plus continuer que continuer dans la direction de 8,112 ou en direction de
Bo,20e2.1, et ainsi de suite, le nombre de possibilités de trajectoires de billard diminue donc rapidement.

Nous déduisons de ceci que nous avons bien traité toutes les trajectoires possibles. O

Nous avons donc prouvé que le ratio systolique de la sphere de Cossarini-Sabourau vaut 4{ et est tel que par
chaque point passe au moins 3 systoles. Une question qui se pose naturellement et a laquelle nous n’avons pas

encore répondu est la suivante :

"La métrique de Cossarini-Sabourau est elle un maximum local de la systole de la sphére dans [’espace des

métrique finslériennes faible ?"

On peut raisonablement penser que la réponse est positive, de par le fait que cette métrique donne lieu a
beaucoup de systoles, il semble que les techniques de preuve de [Ball10] et [Sab09] puissent tre adaptées a
cette situation. Ceci permettrait d’avoir un autre exemple de maximum local, différent de la sphere de Calabi-
Croke.
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Conclusion et questions

Au cours de cette these, nous avons exploré différentes approches de la géométrie finslerienne ; en particulier
les points de vue métrique et convexe qui sont plus synthétiques que 1’approche standard de la géométrie
différentielle et pour lesquels nous avons tentés d’apporter des éléments de clarification et de fondations.
Avec ces outils nous avons pu reformuler les résultats de Busemann-Mayer [May41] et leur démonstration.
Nous avons ensuite formulé et démontré des résultats analogue dans le contexte des espace-temps pseudo-

riemanniens.

Dans le chapitre 5, nous avons isolé une classe spéciale de géodésiques dans une variété finslérienne faible et
donné des conditions permettant de construire une application exponentielle. Un théoreme de Hopf-Rinow est

également démontré.

Dans le dernier chapitre, nous appliquons les méthodes développées dans la these a 1’étude des proprités syto-
liques d’une métrique finclérienne faible particuliere sur la sphere de dimension 2, basée sur une construction

diie a Marcos Cossarini et Stéphane Sabourau [Cos20].

En conclusion nous proposons quelques questions qui se posent naturellement dans le contexte du présent

travail :

1. Etant donné une variété finslérienne faible de dimension n strictement convexe et Lipschitz, est ce que

les géodésiques sont continfiment différentiables ?

2. Etant donné une variété pseudo-finslérienne de dimension 2, est ce que la construction des pseudo-
cercles de Busemann-Mayer est possible et peut permettre de démontrer que les géodésiques de telles

géométries sont continiment différentiables ? Ce résultat est il généralisable a la dimension n ?

3. Si une métrique finslérienne est strictement convexe, est ce que pour tout x € M il existe € > 0 tel que

pour tout y € Br(z,¢), il existe une unique géodésique de x a y.
Est-ce que toutes les géodésiques d’une métrique strictement convexe sont des géodésiques spéciales ?
Est-ce que les géodésiques spéciales d’une métrique finslérienne faible sont C! ?

Est-ce que I’exponentielle spéciale est un homéomorphisme local ?

A

Est-il possible de décrire completement le flot des géodésiques spéciales de la sphere de Cossarini-

Sabourau ?

8. Est-ce que la métrique de Cossarini-Sabourau sur la sphere est un maximum local pour la systole ?
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Lipschitz, 42, 49
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maximisante, 90

minimisante. 44. 52 métrique, 35, 52, 69, 72-74
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spéciale, 112, 126
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cOne causal, 83, 86
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jauge
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de Manhattan, 34, 42 longueur, 40
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